




























































































































































































































































































































































































































































Banks et al. (1972 : 138) skryf dat bewys deur die kontrapositief 'n vorm van indirekte 

bewys is. 

"We deny q and reach the denial of p, but we know pis true. The process used 

in this method of proof is similar to that used in direct proof, but instead of 

starting with the hypothesis and proceeding directly to the conclusion, we attempt 

to prove the contrapositive of the original statement." 

Solow (1981 : 72-73)beweer dat die kontrapositiewe metode van bewysvoering die 

voordeel het om die bewys na 'n spesifieke tipe van teenstrydigheid te rig. 

Voorbeeld 54 

Bewys dat as 'n lineere funksie f(x) = mx + c stygend op JR is, dan is m > 0. 

Analiseer eers hierdie probleem. Die hipotese het die vorm (Vx1) (Vx2) [(x1 < x,) => 

(mx1 + c < mx2 + c)], terwyl die gevolgtrekking die eenvoudige bewering m > 0 is. 

Aangesien die gevolgtrekking 'n eenvoudige bewering is wat geen kwantore of 

konnektiewe bevat nie, is die enigste direkte metode van bewys, een deur transitiwiteit. 

Aangesien die hipotese egter 'n "as··· dan" bewering is, en gevolglik 'n veronderstelling 

x1 < x2 vereis om die gevolgtrekking te aktiveer, is dit nie duidelik hoe om die hipotese 

in so 'n argument te inkorporeer nie. As gevolg hiervan sal die bewys gedoen word 

deur die kontrapositiewe metode te gebruik. 

Bewys 

Veronderstel m ::;; 0. Ste! x1 = 2 en x, = 4. Dan is x1 < x2 • 

Omdat m ::;; 0, volg dat mx1 = 2m ;;=: 4m = mx,. Dus is 2m + c ;;=: 4m + c, en 

gevolglik is f(2) ;;=: f(4). 

Daar is dus bewys dat daar reele getalle x1 en x2 bestaan, met x1 < x,, maar 

f(x1) ;;=: f(x2), wat die negering van die oorspronklike hipotese is. D 
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Voorbeeld 55 

Veronderstel dat 'n versarneling A die eienskap het dat A £; B vir alle B f; U, waar 

U die universele versarneling is. Bewys dat A = 0. 

Bewys 

Weer eens is die hipotese taamlik gekompliseerd in vergelyking met die gevolgtrekking 

in die sin dat die hipotese die universele kwantor Ven konnektief => bevat, laasgenoemde 

as dee! van die definisie van 'n "deelversameling". 

Begin nou soos volg: veronderstel A ;e 0. Daar moet bewys word dat daar 'n 

versarneling B E P(U) bestaan s6 dat A !:if B. Ste! B = 0. Omdat A ;e 0, bestaan 

daar 'n element x E A. Omdat B = 0 is x <!:. B. Dan is A !:if B, soos verlang is. 

D 

Volgens Morash (1987 : 207 - 208) kan bewyse deur die kontrapositief handig wees in 

gevalle waar die hipotese nie noodwendig van die vorm (Vx) (P(x) => Q(x)) is nie, maar 

nogtans in logiese vorm meer gekompliseerd as die gevolgtrekking is. 

Voorbeeld 56 

Veronderstel data 'n reele getal is s6 dat (Vµ, > 0)( I a I< µ,). Bewys data = 0. 

Bewys 

Veronderstel a ;e 0. Dan is 1h I a I > 0. Ste! µ, = 1h I a j. Dan is µ, > 0, en omdat 

1 > 1/2, volg dat lal = (l)(lal) > 1h ial = µ,. Dus, (3µ, > O)(lal > µ,), sodat 

(3µ, > 0) (I a I <:: µ,), wat die logiese negering van die hipotese is. D 

Hierdie voorbeeld is belangrik in eie reg omdat dit 'n belangrike rol speel in die bewys 

van uniekheid in die geval van limiete. 
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In sommige gevalle waar die verlangde gevolgtrekking van die vorm (Vx) (P(x) => Q(x)) 

is, mag die verband tussen die hipotese en die gevolgtrekking sodanig wees dat dit 

voordelig is om die logies ekwivalente vorm (Vx) ( - Q(x) => - P(x)) van die 

gevolgtrekking te bewys. Dit word met die volgende voorbeeld geH!ustreer. 

Voorbeeld 57 

Bewys dat as f stygend op 'n interval I is, dan is f 'n een-tot-eenafbeelding op I. 

Bewys 

Volgens die definisie van een-tot-eenafbeeldings moet aangetoon word dat as x1 en x2 

reele getalle is met f(x1) = f(x2), dan is x1 = x2• Die hipotese dat f stygend is het 

daarenteen 'n ander formaat, naamlik, as x1 < x2, dan is f(x1) < f(x2). Dit is derhalwe 

makliker om die gevolgtrekking af te lei deur te veronderstel dat x1 ¢ x2, en te probeer 

om aan te toon dat f(x1) ¢ f(x2). 'n Verdeling in gevalle lyk vanselfsprekend. As x1 

¢ x2 , dan is x1 < x2 of x1 > x2 • As x1 < x2 , dan is f(x1) < f(x2), sodat f(x1) ¢ f(x2). 

As x1 > x2 , dan is f(x1) > f(x2), sodat weer eens f(x 1) ¢ f(x2), soos verlang is. D 

Die resultaat in voorbeeld 57 kan ook afgelei word deur te veronderstel dat f nie 'n een

tot-eenafbeelding is nie, en dan te bewys dat f nie 'n stygende funksie is nie. 'n Baie 

algemene toepassing van bewyse deur die kontrapositiewe metode kom volgens Solow 

(1981 : 72-73) na vore wanneer 'n stelling van die vorm (p /\ q) => r bekend is, en die 

ooreenstemmende vorm (p /\ -r) => -q bewys moet word. Dit kan maklik bewys 

word dat hierdie twee bewerings inderdaad ekwivalent is, sodat die tweede bewering 

altyd bewys kan word. In spesifieke toepassings is 'n kort roetine argument deur die 

kontrapositief die beste benadering, soos die volgende voorbeeld illustreer. 

Voorbeeld 58 

Veronderstel dat 'n deelversameling C van JR x JR simmetries met betrekking tot die y

as is, maar nie met betrekking tot die oorsprong nie. Neem verder aan dat as C 

simmetries met betrekking tot beide die x-as en die y-as is, dan is dit simmetries met 

betrekking tot die oorsprong. Bewys nou dat C nie simmetries met betrekking tot die 

x-as is nie. 
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Bewys 

Veronderstel C is simmetries met betrekking tot die x-as. As C simmetries met 

betrekking tot beide die x-as en die y-as is, dan is C simmetries met betrekking tot die 

oorsprong. Dit bevestig die negering van die hipotese "maar nie met betrekking tot die 

oorsprong nie", en bewys die stelling. D 

Leerlinge maak dikwels van die volgende Stelling in die Euklidiese meetkunde op skool 

gebruik. 

Banks et al. (1972 138) byvoorbeeld, bewys die stelling met die kontrapositiewe 

metode. 

Voorbeeld 59 

Bewys in Li ABC, as 13 #. C, dan is AB ;e AC. 

Interpreteer die bewys eers in terme van die kontrapositief. Assosieer p met die 

bewering "13 #. C", en q met die bewering "AB ;C AC". Dan is - p die bewering 

" B = t "en -q die bewering "AB =AC". Die kontrapositief van p => q is -q => 

-p (kyk afdeling 4.10 (20)), met ander woorde, "in Li ABC, as AB =AC, dan is 

B = C ". Dit kan maklik bewys word. 
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Bewys 

BEWERINGS RED ES 

1 In L1 ABC, as AB =AC, dan is 1 Die basishoeke van 'n gelykbenige 

J3 ~ c. driehoek is gelyk. 

2 In L1 ABC, as B "# C, dan is 2 'n Bewering en sy kontrapositief is 
AB¢ AC. ekwivalent. 

D 

Dit word weer eens beklemtoon dat indirekte metodes vir bewyse nie oordryf moet word 

nie. Bewyse deur die kontrapositief is onderhewig aan oorgebruik. Die rede kan wees 

dat die begin van 'n bewys, dikwels moeilik is en die benadering van "veronderstel die 

gevolgtrekking is onwaar" is 'n maklike manier om weg te spring met 'n bewys. 

Hierdie benadering kan egter soms tot moeilike argumente lei, of bewyse wat nie so 

goed aangebied is nie indien 'n direkte argument geredelik beskikbaar is. 

Daar word weer eens gewys op die feit dat bewyse deur die kontrapositief aangepak 

word deur die veronderstelling van die negering van die gevolgtrekking, en nooit die 

negering van een of meer van die hipoteses nie. 

6.12.3 Bewys deur teenstrydigheid 

Hierdie bewysvoering berus op die wet van die uitgeslote derde. Hierdie metode van 

bewys is gebaseer op die volgende beginsel: "as die negering van 'n bewering tot 'n 

logiese absurditeit lei, moet die bewering waar wees." In hierdie verband word ook na 

afdelings 4.10 (9) en 6.12 verwys. 

Bewyse deur die kontrapositief te gebruik, is eintlik spesiale gevalle van bewyse deur 

teenstrydigheid. In die bewys deur die kontrapositief dat p impliseer q, is p die hipotese 

en q die gevolgtrekking. As nou -puit -q afgelei kon word, dan volg p /\ -p, wat 

'n teenstrydigheid is. 
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Nog 'n manier om 'n teenstrydigheid te beskou, is om te verwys na afdeling 4.3.4. Daar 

is gesien dat 'n voorwaardelike bewering A => B onwaar is as en slegs as A waar en B 

onwaar is. In 'n bewys deur teenstrydigheid, word hierdie ongunstige geval uitgesonder 

deur te veronderstel dat dit we! waar is, en word 'n teenstrydigheid dan so bereik. 

Volgens Solow (1981 : 65) kom op hierdie stadium verskeie vrae na vore. 

(i) Na watter teenstrydigheid moet gesoek word? 

(ii) Hoe word die veronderstelling dat A waar en B onwaar is, gebruik om 'n 

teenstrydigheid te bereik? 

(iii) Waar en wanneer behoort hierdie benadering gebruik te word? 

Volgens Solow (1981 : 65) is die eerste vraag by verre die moeilikste om te beantwoord. 

Daar is nie spesifieke riglyne nie. Elke probleem is uniek ten opsigte van sy 

teenstrydigheid, en dit verg gewoonlik kreatiwiteit, insig en geluk om 'n teenstrydigheid 

te bereik. 

Op die tweede vraag is die antwoord dat 'n algemene benadering om 'n teenstrydigheid 

te bereik, is om vorentoe te werk vanaf die veronderstelling dat A en -B waar is. 

Die antwoord op die derde vraag is om die metode van teenstrydigheid te gebruik 

wanneer die bewering "nie B" handige inligting gee. Daar is ten minste twee herkenbare 

gevalle waar die metode van teenstrydigheid gebruik kan word. Beskou die volgende 

Stelling: 

"As n 'n heelgetal is en n2 is ewe, dan is n ewe." 

'n Heelgetal kan duidelik net ewe of onewe wees. Assosieer B met die bewering: "n 

is 'n ewe getal." 
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As veronderstel word dat B nie waar is nie, met ander woorde, dat n nie 'n ewe getal 

is nie, dan moet n 'n onewe getal wees. Hier het die bewering "nie B" handige 

inligting gegee. Oor die algemeen, as 'n bewering B een van twee moontlikhede is, 

word die metode van teenstrydigheid aanbeveel. 

'n Tweede geval waar die metode van teenstrydigheid aanbeveel word, is in gevalle waar 

die bewering B die woord "nie" bevat. Daar is twee klassieke bewyse deur 

teenstrydigheid wat algemeen bekend is. Die een is die bewys dat /2 nie 'n rasionale 

getal is nie, terwyl die ander bewys is dat daar oneindig veel priemgetalle bestaan. 

Die eerste stelling sal weldra bewys word. Eers is die volgende resultaat nodig. 

Voorbeeld 60 

As n 'n heelgetal is en n2 is 'n ewe getal, dan is n 'n ewe getal. 

Analiseer die probleem eers. 

Assosieer A met die bewering "n is 'n heelgetal en n2 is 'n ewe getal" en B met die 

bewering "n is 'n ewe getal". 

Bewys 

Veronderstel dat B nie waar is nie. Dan is n 'n onewe getal. Dus bestaan daar 'n 

heelgetal k s6 dat n = 2k -1. Dus is n2 = (2k-1 )2 = 4k2 - 4k + 1 = 2(2k2 - 2k) 

+ 1. Maar (2k2 - 2k) is 'n heelgetal, se p. Dus is n2 = 2p + 1, wat 'n onewe 

heelgetal is. Dit is teenstrydig met A. Gevolglik moet B waar wees. D 

Vervolgens word bewys dat /2 nie 'n rasionale getal is nie. 
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Voorbeeld 61 

Bewys dat /2 nie 'n rasionale getal is nie, met ander woorde, bewys dat daar nie 

heelgetalle p en q bestaan, met p en q onderling priem, s6 dat /2 = .£_ me. 
q 

Bewys 

Veronderstel /2 is 'n rasionale getal, met ander woorde /2 = .£_, met p en q 
q 

- p 2 heelgetalle, q "" 0, p en q onderling priem. Dan is 2 -
q2 

Dus is p2 = 2q2
. 

Gevolglik is p2 'n ewe heelgetal, en dus volg uit voorbeeld 60 dat p 'n ewe heelgetal is. 

Skryf dus p = 2n, waar n 'n heelgetal is. Dus is 2q2 = p2 = (2n)2 = 4n', sodat q2 = 

2n2
• Dit beteken dat q2 'n ewe heelgetal is, sodat q 'n ewe heelgetal is. Dit volg dus 

dat beide p en q ewe heelgetalle is. Maar dit is teenstrydig met die feit dat p en q 

onderling priem is. Dus volg dat ,/2 nie 'n rasionale getal is nie. D 

Hierdie bewys dateer uit die antieke tydperk en is ontdek deur 'n volgeling van 

Pythagoras. 

In die sillabus vir wiskunde, graad 10, van die voormalige Transvaalse Onderwys-

departement, wat in 1968 ge"implementeer is, was die bewys dat ,/2 nie 'n rasionale 

getal is nie, voorgeskryf. Hierdie bewys is in daaropvolgende sillabusse uitgelaat. 
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Die volgende stelling is tans vir leerlinge in graad 11 voorgeskryf: 

"Die oorstaande hoeke van 'n koordevierhoek is supplementer, en omgekeerd, as 

'n paar oorstaande hoeke van 'n vierhoek supplementer is, dan is die vierhoek 'n 

koordevierhoek." 

Dit word van die kandidaat verwag om die bewys in albei rigtings vir die eksamen te 

kan doen. In voorbeeld 62 word die bewys slegs in een rigting aangebied. 

Voorbeeld 62 

As 'n paar oorstaande hoeke van 'n vierhoek supplementer is, dan is die vierhoek 'n 

koordevierhoek. 

Bewys 

A'A'---~r-E-_, D 

B 

(a) (b) 

Figuur 6.5 
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BEWERING REDE 

1 Deur die drie punte, A, Ben C kan 'n 
sirkel, getrek word. 

Veronderstel die sirkel gaan nie deur 
die punt D nie. 

Dan sny AD of AD se verlengde, die 
sirkel in se, die punt E. 
Trek EC. 

2 J3 + o = 180· 2 gegee 

3 Maar B + :E = 180' 3 Die teenoorstaande hoeke van 
koordevierhoek ABCE is 

DusD=E 
supplementer. 

4 
4 Uit 2 en 3 links volg dat 

o = 180· - J3 en :E = 180· - J3 

5 Maar dit is absurd, aangesien 
5 Die buitehoek van 'n driehoek is 

Aoc = :E + c1 ( figuur6.5(a)) 
gelyk aan die som van die 
teenoorstaande binnehoeke. 

6f AEC=D+C2 ( figuur6.5(b)) 

6 Dus die sirkel gaan deur die punt D. 

7 Dus is vierhoek ABCD 'n koordevier-
hoek. 

7 Definisie van 'n koordevierhoek. 

D 

Die volgende probleem het in die seniorsertifikaat-eksamen van November 1990 van die 

voormalige Transvaalse Onderwysdepartement verskyn. Alhoewel daar 'n kort direkte 

bewys is, is 'n indirekte bewys in die memorandum aangebied. 

Voorbeeld 63 

Dit word gegee dat a + b < c + d vir die positiewe getalle a, b, c en d. 

Bewys dat ac + bd > ab. 
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Bewys 

(i) lndirekte bewys 

Veronderstel ac + bd ~ ab. Dan is ac < ab en bd < ab. Dus is c < b en 

d < a. Gevolglik is c + d < a + b, wat teenstrydig met die hipotese is. Dus 

is ac + bd > ab. 

(ii) Direkte bewys 

Veronderstel a ~ b. Uit die hipotese a + b < c + d volg data < c + d. Dus 

is ab < be + bd. Dan volg uit die veronderstelling dat ab < ac + bd. 

6.13 Eksistensie en eenduidigheid 

Daar bestaan verskeie antler gevestigde bewystegnieke wat suksesvol aangewend kan 

word. Twee van hierdie tegnieke, naamlik eksistensie en eenduidigheid, word in hierdie 

afdeling bespreek. Die volgende probleme kom dikwels na vore in bewyse van stellings: 

• Bewys dat daar ten minste een objek bestaan wat 'n gegewe wiskundige eienskap 

bevredig ( eksistensie). 

• Bewys dat daar slegs een objek bestaan wat 'n gegewe wiskundige eienskap 

bevredig (eenduidigheid). 

Hierdie tipe probleme oor eksistensie en eenduidigheid kom in 'n verskeidenheid van 

probleme in die wiskunde voor, soos die volgende voorbeeld aantoon. 

Voorbeeld 64 

(a) Toon aan dat daar 'n eenduidige reele oplossing vir die vergelyking 

,/3x + 13 ~ x + 1 is. (Eksistensie en eenduidigheid.) 
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(b) Toon aan dat daar 'n bogrens vir die versameling A = { x I x n-l, n E z+) 
n 

bestaan. (Slegs eksistensie). 

(c) Toon aan dat as f 'n funksie is wat op 'n oop interval wat 'n punt a bevat, 

gedefinieer is, dan is 

eenduidigheid.) 

Jim 
X-+ a f(x), as dit bestaan, eenduidig. (Slegs 

(d) Toon aan dat as p en q heelgetalle is, nie albei gelyk aan nu! nie, dan het hulle 

'n eenduidige GGD. (Eksistensie en eenduidigheid.) 

(e) Toon aan dat daar oneindig veel priemgetalle is. (Slegs eksistensie). 

Bewystegnieke met betrekking tot hierdie twee begrippe verskil. Nogtans word hierdie 

bewystegnieke in dieselfde afdeling bespreek, aangesien die twee begrippe dikwels na 

vore kom in dieselfde probleem, met die een begrip 'n "duaal" van die ander begrip. 

Hierdie dualiteit van eksistensie en eenduidigheid kom op alle vlakke van die wiskunde 

voor, en begin reeds op hoerskool. Nog 'n rede om hulle saam te bespreek is dat die 

bewys vir eenduidigheid soms die sleutel verskaf vir die bewys van eksistensie, soos 

die volgende voorbeeld i11lustreer. 

Voorbeeld 65 

Toon aan dat die vergelyking yl-X = 2x - I 'n eenduidige reele oplossing het. 

Bewys 

yl-X = 2x - 1 

1- x = (2x-1)2 

1- x = 4x2 
- 4x + 1 

4x2 
- 3x = 0 

x(4x - 3) = 0 

x=06fx= 3 
4 
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Op die oog af lyk dit asof daar twee oplossings bestaan, maar die reele getal 0 bevredig 

nie die vergelyking nie, aangesien JI ;e -1. Hierdie voorbeeld illustreer die algemene 

feit dat die algebra!ese proses van oplos van 'n vergelyking nooit bewys dat die reele 

getalle wat aan die einde van die proses verkry word, die oplossings van die vergelyking 

is nie, en dus nooit die bestaan van 'n oplossing bewys nie. Die twee reele getalle, 0 

en l, wat verkry is, is slegs moontlike oplossings vir die vergelyking. Die bestaan van 
4 

'n oplossing word slegs bewys nadat deur substitusie die waarheid van die sin geverifieer 

is. Vir l word die vergelyking we! bevredig, en aangesien dit die enigste reele 
4 

oplossing vir die vergelyking is, word gese die oplossing is eenduidig. D 

Hierdie tipe vergelykings is in die tussentydse kemsillabus vir wiskunde, Hoer Graad 

van die Departement van Onderwys, vir graad 11 leerlinge voorgeskryf. D 

6.13.1 Eenduidigheid 

In meer abstrakte probleme is daar volgens Morash (1987 214) drie moontlike 

benaderings om eenduidigheid te bewys. 

(i) Veronderstel x1 en x2 is albei objekte wat 'n sekere eienskap P(x) bevredig. 

Bewys dan dat x, = x2• 

Dit is verreweg die mees algemeenste benadering. 

(ii) Veronderstel dit word gegee dat P(a) waar is vir 'n spesifieke waarde van a, en 

daar word gevra om te bewys dat a die enigste sodanige objek is. In s6 'n geval 

word x beskou as enige antler objek wat P(x) bevredig, en word gepoog om x = 

ate bewys. 

(iii) Nog 'n benadering is om uniekheid deur 'n teenstrydige argument te bewys. 

Solow (1981 : 84-85) stem in beginsel met Morash saam, hoewel hy (i) en (ii) saamvat 

as een enkele benadering. 
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Morash ( 1987 : 214-216) illustreer elk van hierdie drie benaderings met behulp van die 

volgende aangepaste voorbeelde. 

Voorbeeld 66 

'n Versameling B word 'n komplement van 'n versameling A genoem as en slegs as A 

U B = U en A n B = 0. Bewys dat elke versameling hoogstens een komplement het. 

Deur die woorde "hoogstens een komplement" in plaas van "het 'n eenduidige 

komplement" te gebruik, word die bestaan van 'n komplement geheel en al vermy. 

Bewys 

Veronderstel versamelings B1 en B2 is albei komplemente van 'n versameling A. Daar 

gaan aangetoon word <lat B1 = B2• 

Uit die veronderstelling volg <lat A U B, =A U B2 = U en A n B1 =A n B2 = 0. Die 

keusemetode kan gebruik word om te bewys dat B, <;;; B2 en B, <;;; B,. 

Die volgende benadering word egter gevolg: 

B, = B, n u = B, n (A u B,) 

= (B, n A) u (B, n B,) 

= 0 U (B, n B,) 

= B, n B, 

Dus B 1 <;;; B2 

Deur die rolle van B1 en B2 in die argument hierbo om te mil, volg dat B2 <;;; B1, 

sodat B, = B,. D 

Voorbeeld 67 

'n Reele getal µ word die kleinste bogrens van 'n versameling S <;;; JR genoem as en 

slegs as 
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(i) x :S µ. vir alle x E S en 

(ii) vir elke (3 > 0 bestaan daar 'n y E S s6 dat y > µ. - (3. Bewys dat S hoogstens 

een kleinste bogrens het. 

Bewys 

Veronderstel µ 1 en µ2 is albei bogrense van S. Daar gaan gepoog word om aan te toon 

dat µ 1 = µ 2 deur 'n kontrapositiewe argument te gebruik. 

As µ 1 ;C µ,, mag, sonder verlies aan algemeenheid, veronderstel word dat µ 1 < µ 2• Die 

tegniek van verbesondering word op dee! (ii) van die definisie toegepas, deur 

1 f3 = z(µ2 - µ1) te stel. Dan bestaan volgens (ii) 'n y E S s6 dat 

1 
> -(µ + µ,) 2 l 

Maar y > µ 1 en y E S is teenstrydig met eienskap (i) vir µ 1• Dus µ 1 = µ.,, soos verlang 

IS. 

D 

Voorbeeld 68 

Bewys dat as k en I' reele getalle is, met lim f(x) = k en Jim f(x) = e, waar f 
x-a x-a 

gedefinieer is op 'n oop interval wat a bevat, dan is k = I'. 
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Bewys 

Veronderstel Jim f(x) = C en Jim f(x) = k 
x~ a x~ a 

Dan moet bewys word dat k = f. Dit word gedoen deur te bewys dat lk- fl < E vir elke 

voorgeskrewe E > 0. Ste! dus E > 0. 

Aangesien x:m a f(x) = e , bestaan daar 'n reele getal o, > 0 s6 dat lf(x) - fl < E/2 

vir alle x met 0 < Ix - al < o1• Aangesien Jim f(;c) = k , bestaan daar 'n reele getal 
x~ a 

o, > 0 s6 dat lf(x) - kj < E/2 vir alle x met 0 < Ix - al < o,. 

Ste! o =min {o,, o2}. 

Dan is lf(x) - fl < E/2 en lf(x) - kj < E/2 vir alle x met 0 < Ix - al < o. 

Vir s6 'n x geld dan 

If - kj = 1[£ - f(x)] + [f(x) - k]I 

:S If - f(x)I + lf(x) - kj 

<E/2+Ef2 

=f 

Omdat £ en k konstantes is, volg hieruit dat f = k. D 

In die volgende voorbeeld word eenduidigheid geillustreer deur te bewys dat 'n 

spesifieke objek a die enigste objek is wat 'n gegewe eienskap P(x) bevredig. 

Voorbeeld 69 

Toon aan dat die lee versameling 0 die enigste versameling S is wat die eienskap besit 

dat daar twee verskillende versamelings A en B bestaan s6 dat A x S = B x S. Aanvaar 

die stelling dat as P, Q en R versamelings is met P x Q ~ P x R en P ;C 0, dan is Q 
~ R. 
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Bewys 

As A x S = B x S, word beweer <lat S = 0, want as S ,i= 0 en A x S = B x S, dan volg 

uit die gegewe stelling <lat A = B, wat teenstrydig met die veronderstelling 1s. 

Dus is S = 0. D 

6.13.2 Eksistensie 

Volgens Morash (1987 : 216-217) is daar in wese twee elementere benaderings om die 

bestaan van 'n objek te bewys wat gegewe eienskappe bevredig. 

(i) By die direkte benadering word die bestaan bewys deur 'n objek van die verlangde 

soort te vind. Hierdie tipe bewyse is gewoonlik van die makliker soort. 

(ii) By die indirekte benadering word die bestaan met 'n metode bewys wat gebaseer 

is op die metode van teenstrydigheid. Hier word begin met 'n veronderstelling 

van nie-bestaan en probeer om 'n teenstrydigheid af te lei. 

Die volgende drie aangepaste voorbeelde word ter illustrasie aangebied. 

Voorbeeld 70 

'n Deelversameling S van JR word begrens van bo genoem as en slegs as daar 'n reele 

getal µ bestaan s6 dat x :S µ vir alle x E S. 'n Getal µ met hierdie eienskap word 'n 

bogrens vir S genoem. Bewys <lat die interval [0,2] van bo begrens is in JR. 

Bewys 

Die getal 3 het die eienskap <lat x :S 3 vir alle x E [0,2]. Enige reele getal f nie kleiner 

as 2 kan die verlangde getal µ wees. D 

Dit is duidelik dat µ in hierdie geval nie eenduidig is nie. 
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Voorbeeld 71 

Laat f: Ill.--+ Ill. 'n funksie wees en laat A 'n deelversameling van die definisiegebied van 

fwees. 

Bewys <lat 8 E f(A) as f(x) = x3 en A = [O, 3]. 

Bewys 

Om te bewys <lat 8 E f(A), moet 'n x E [O, 3] gevind word s6 <lat 8 = f(x) = x3
• 

Omdat 23 = 8 en 2 E [O, 3 ], word x = 2 gestel. Hierdie waarde vir x wat die bestaan 

bevestig, is ook eenduidig. 

D 

Die volgende voorbeeld wat 'n indirekte bewys vir eksistensie is, is welbekend. 

Voorbeeld 72 

Bewys <lat daar oneindig veel priemgetalle is. 

Bewys 

As die verlangde resultaat onwaar is, kan al die priemgetalle neergeskryf word, se p" 

'n Teenstrydigheid word verkry indien daar 'n priemgetal bestaan wat nie in die lys 

voorkom nie. Ste! p = (p1 p2 •·· p
0

) + I. Die produk (p1 p2 ··• p,) is deelbaar deur elke 

p,. Dus is p nie deelbaar deur enige van die p;' s nie, want as p en (p1 p2 •·· p,) deur 'n 

sekere p, deelbaar is, dan sal daardie spesifieke p, ook in die verskil p - (p1 p2 •·• p,) = 

1 deel. 

In s6 'n geval sal daardie P; dan 1 moet wees, wat nie 'n priemgetal is nie. Omdat p 

dus nie deelbaar is deur enige priemgetal nie, moet p self 'n priemgetal wees, wat 

teenstrydig met die veronderstelling is <lat daar net eindig veel priemgetalle is. D 
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Talle van die meer ingewikkelde en gesofistikeerde direkte bewyse van eksistensie is 

gebaseer op fundamentele aksiomas wat bestaan aanvaar as dee! van die grondslae van 

wiskunde. Een so 'n aksioma is die kleinste bogrens aksioma vir IR. Nog so 'n aksioma 

is die welordeningsbeginsel vir die versameling N van alle positiewe heelgetalle. Hierdie 

aksioma beweer <lat elke nie-lee deelversameling van N 'n kleinste element het. 'n 

Interessante en nie-triviale toepassing van die welordeningsbeginsel, is die bewys <lat 

enige paar van heelgetalle m en n, nie albei nul nie, 'n GGD het. 

Voorbeeld 73 

'n Heelgetal d word 'n GGD van heelgetalle men n genoem as en slegs as (i) d :'.'. 0, (ii) 

dim en din, en (iii) vir alle c E Z, as elm en cln, dan cld. Bewys <lat as m en n 

heelgetalle is, nie albei nu! nie, dan bestaan daar 'n grootste gemene deler van m en n. 

Bewys 

Beskou die versameling S van alle heelgetalle van die vorm mx + ny, waar x en y 

heelgetalle is. Dit is duidelik <lat S ook positiewe heelgetalle bevat, en dus, volgens die 

welordeningsbeginsel, 'n kleinste positiewe heelgetal, se d bevat. Omdat d E S, volg 

dat d = mx 1 + ny 1 vir sekere heelgetalle x, en y1• Die bewering is <lat d voorwaardes 

(i), (ii) en (iii) van die definisie vir 'n grootste gemene deter van m en n bevredig. 

Voorwaarde (i) is waar volgens die definisie van d, en (iii) word maklik soos volg 

bewys. As elm en cln, dan clmx1 en clny1 sodat cl(mx1 + ny 1) = d. Dus cld. 

Voorwaarde (ii) is die moeilikste om te bewys, aangesien die bewys berus op die 

welbekende delingsalgoritme vir die versameling Z van heelgetalle. Hierdie algoritme 

lui soos volg: vir enige gegewe heelgetalle m en d met d > 0, bestaan daar eenduidige 

heelgetalle q en r s6 <lat m = dq + r, met 0 :S r < d. 

Om te bewys <lat dim, word hierdie stelling toegepas op die heelgetalle m en d om 

heelgetalle q en r te kry s6 <lat m = dq + r, 0 :S r < d. 
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Maar dan is m = (mx1 + ny1)q + r, sodat r = m(l - x1q) + n(-qy1). Dus is r E S. 

Maar 0 :S r < d en d is die kleinste positiewe element van S, sodat r = 0. Gevolglik is 

m = dq, en dus dim soos verlang. 'n Soortgelyke argument bevestig djn. Gevolglik is 

hierdie d, wat met behulp van die welordeningsbeginsel uit die versameling S 

gekonstrueer is, die grootste gemene deler van m en n. D 

In voorbeelde 72 en 73 word die bestaan van 'n objek bewys, maar geen reel in die 

bewys vertel hoe om die objek in spesifieke gevalle te vind nie. 

In voorbeelde 70 en 71 kan met behulp van 'n reel 'n spesifieke objek gevind word. 

Die verskil tussen voorbeelde 71 en 72 en voorbeelde 70 en 71 is die basis van geskil 

tussen die verskillende denkskole in die wiskunde wat in hoofstuk 2 bespreek is. Die 

eksistensiebewyse waar 'n gevraagde objek eksplisiet gevind word, word 'n 

konstruktiewe bell'.)!s genoem. 

Die intuYsioniste, met Brouwer as grondlegger, glo dat die enigste toelaatbare bewyse vir 

eksistensie, konstruktiewe bewyse is. In besonder behoort bewyse deur teenstrydigheid 

en bewyse wat op aksiomas soos die welordeningsbeginsel berus, volgens die 

intulsioniste nie as geldige bewyse erken te word nie. 

Die formaliste onder leiding van die Duitse wiskundige, Hilbert, se siening het egter 

groter invloed, en die program wat hulle ontwikkel het, verskaf die raamwerk waarin die 

meeste van die moderne wiskunde ontwikkel is. 

6.14 Samevatting 

Die onvermoe om bewyse bevredigend te banteer, was nog altyd 'n probleem vir 

leerlinge en studente. Daar kan verskeie redes hiervoor wees. Een van die redes is 

sekerlik 'n gebrekkige agtergrond in logika. 

In hierdie hoofstuk is, teen die agtergrond van logika, sekere bewystegnieke 

verduidelik. Dit is duidelik dat leerlinge, sowel as studente, in hierdie bewystegnieke 

effektief onderrig moet word. Die bemeestering van hierdie bewystegnieke verskaf weer 

die agtergrond van kreatiwiteit. Verder stel dit die leerling en student in staat om 

bewyse, soos hulle in tydskrifartikels en handboeke verskyn, te verstaan. 
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HOOFSTUK 7: 'N ELEMENTeRE BENADERING TOT LOGIKA EN 

BEWYSTEGNIEKE 

7.1 Inleiding 

Daar is verskeie kere in die loop van hierdie studie konsepte en bewyse geanaliseer om 

logiese strukture, onderliggende patrone en bewystegnieke teen die agtergrond van die 

formele logika te beklemtoon. In hierdie hoofstuk gaan eerstens die sillabusse van twee 

wiskundekurrikula ontleed word om te bepaal tot welke mate die onderskeie sillabusse 

die formele aspek van wiskunde reflekteer. Daarna sal 'n implementeringsmodel vir 

logika en bewystegnieke op sekondere vlak bespreek word. 

Die sillabusse wat ontleed sal word, is die tussentydse kernsillabus vir wiskunde, Hoer 

Graad, grade 10-12, van die Departement van Onderwys, hierna genoem die tussentydse 

kernsillabus, en die wiskundesillabus van die South African College for Teacher 

Education (SACTE). 

7.2 Ontleding van die tussentydse kernsillabus 

In hierdie ontleding sal gefokus word op logiese begrippe en bewystegnieke. Om die 

verwywings te vergemaklik, is die sillabus as bylaag A bygevoeg. Die voorbeelde wat 

in hoofstuk 6 verduidelik is, sal as verwysingsraamwerk dien. 

7.2.1 Nodige en voldoende voorwaardes 

Van die voorbeelde wat in hoofstuk 6 verduidelik is, is die volgende vir die onderskeie 

grade voorgeskryf: 

• Graad 10 

Voorbeelde 14 en 15. 

• Graad 11 

Voorbeelde 16, 17, 18, 20, 29, 34, 35, 62 en 65. 

229 



• Graad 12 

Voorbeelde 16, 17, 18, 20, 29, 34, 35, 63 en 65. 

Opmerking: In voorbeelde 34 en 35 moet die radiaalmaat na grade omgesit word. 

7.2.2 Kwantore 

Die volgende voorbeelde wat kwantore betrek, en in hoofstuk 6 bespreek is, is vir die 

onderskeie grade voorgeskryf: 

• Graad 10 

Voorbeelde 14 en 15. 

• Graad 11 

Voorbeelde 16, 17, 18, 20, 29, 34, 35, 62 en 65. 

• Graad 12 

Voorbeelde 16, 17, 18, 20, 29, 34, 35, 63 en 65. 

7 .2.3 Bewyse deur transitiwiteit 

Die beginsel van transitiwiteit kom in die volgende voorbeelde van hoofstuk 6 na vore: 

• Graad 10 

Voorbeeld 15. 

• Graad 11 

Voorbeelde 16, 17, 18, 20, 29, 34, 35, 62 en 65. 

• Graad 12 

Voorbeelde 16, 17, 18, 20, 29, 34, 35 en 65. 

230 



7 .2.4 Teenvoorbeeld 

Alhoewel geen voorgeskrewe probleem in hoofstuk 6 vir Grade 10-12 behandel is nie, 

word hierdie konsep tog van tyd tot tyd gebruik. (Kyk afdeling 6.6.2 in hierdie 

verband.) 

7 .2.5 Direkte bewyse 

Hierdie bewystegniek kom bykans in alle bewyse voor wat in grade 10-12 uitgevoer 

word. In besonder is die volgende voorbeelde van direkte bewystegnieke in die 

onderskeie grade: 

• Graad 10 

Voorbeelde 14 en 15. 

• Graad 11 

Voorbeelde 16, 17, 18, 20, 29, 34, 35 en 65. 

• Graad 12 

Voorbeelde 16, 17, 18, 20, 29, 34, 35, 63 en 65. 

7 .2.6 Verbesondering 

Die enigste voorbeelde wat m hoofstuk 6 oor verbesondering bespreek 1s, 1s die 

volgende: 

• Graad 11 

Voorbeelde 34 en 35. 

• Graad 12 

Voorbeelde 34 en 35. 
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7.2.7 Veralgemening 

'n Tipiese voorbeeld oor veralgemening wat in hoofstuk 6 bespreek is, en in die 

sillabusse van grade I 0-12 voorkom, is die afleiding van die kwadratiese formule 

- b ± i/b 2 
- 4ac 

2a 

(Kyk afdeling 6.9.3.2.) 

7.2.8 lndirekte bewyse 

Indirekte bewysvoering kom heel dikwels in probleme na vore. Voorbeelde hiervan wat 

in hoofstuk 6 vir die verskillende grade behandel is, is die volgende: 

• Graad 11 

Voorbeeld 62. 

• Graad 12 

Voorbeeld 63 

7.2.9 Eksistensie en eenduidigheid 

Voorbeelde wat in hoofstuk 6 oor eksistensie en eenduidigheid bespreek is, IS die 

volgende: 

• Graad 11 

Voorbeeld 65. 

• Graad 12 

Voorbeeld 65. 
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7.3 Ontleding van die wiskundesillabusse van SACTE 

Die akademiese opleiding geskied oor twee jaar en bestaan uit die kursusse wiskunde I 

en wiskunde II. Beide die kursusse bestaan uit drie modules, terwyl studente oor elke 

module 'n twee-uur vraestel skryf. 

7.3.1 Nodige en voldoende voorwaardes 

Hierdie voorwaardes kom algemeen in al ses die modules voor. 

7.3.2 Kwantore 

K wantore, soos m hoofstuk 5 bespreek is, kom algemeen in alle modules van die 

sillabusse voor. 

7.3.3 Die keusemetode 

Die keusemetode, soos in afdeling 6.2 bespreek is, is 'n bewystegniek wat nie vreemd 

in die MA Till module is nie. Voorbeelde van die keusemetode wat in hoofstuk 6 

aangebied is, en in die wiskunde I sillabus voorkom, is die volgende: 

• MATIII 

Voorbeelde 1-13, 25, 27 en 33. 

7 .3.4 Bewyse deur transitiwiteit 

Bewysvoering deur transitiwiteit, soos bespreek in afdeling 6.6, kom deurgaans in die 

kursusse van die sillabusse voor. Transitiwiteit speel ook 'n belangrike rol by 

induksiebewyse (kyk afdeling 6.9) en die Epsilon-Delta bewyse soos dit behandel is in 

afdeling 6.11. 
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7.3.5 Teenvoorbeeld 

Die gebruik van 'n teenvoorbeeld om 'n bewering te weerle, soos dit in afdeling 6.6.2 

bespreek is, is 'n bewystegniek wat in al die modules gebruik kan word. 

7.3.6 Direkte bewyse 

Hierdie bewystegniek (kyk afdeling 6. 7. I) kom algemeen in die kursusse vir wiskunde 

I en wiskunde II voor. 

7 .3. 7 Verbesondering 

Hierdie bewystegniek (kyk afdeling 6.8. l) word dikwels gebruik as 'n bewystegniek in 

beide die wiskunde I en II kursusse. 

7.3.8 Dewyse deur wiskundige induksie 

Hierdie bewystegniek, soos dit in afdeling 6.9 bespreek is, is voorgeskryf in die MAT 

112 kursus. 

7.3.9 Veralgemening 

Veralgemening, soos bespreek in afdeling 6.9.3.2, kom dikwels in die wiskunde I en II 

kursusse voor. 

7.3.10 Epsilon-Delta bewyse 

Hierdie streng formele bewyse 1s m afdeling 6.11 bespreek en word reeds m die 

wiskunde I kursus behandel. 

7.3.11 lndirekte bewyse 

'n lndirekte bewystegniek, soos bespreek in afdeling 6.12, word dikwels as 

bewysvoering in beide die wiskunde I en II kursusse aangebied. 
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7 .3.12 Eksistensie en eenduidigheid 

Eksistensie en eenduidigheid is in afdeling 6.13 bespreek, en uit die sillabus is dit 

duidelik dat van die student verwag word om bevoeg te wees om hierdie tipe probleme 

te kan hanteer. 

7.4 'n Elementere benadering tot Jogiese begrippe en bewystegnieke. 

Uit afdelings 7.2 en 7.3 is dit duidelik dat die leerling en student vertroud moet wees 

met logiese begrippe en bewystegnieke. Hulle behoort die betekenis van logika, 

wiskundige bewyse en aksiomatiese strukture te verstaan. Die implementering van 'n 

elementere kursus in logika en bewystegnieke is derhalwe reeds op sekondere skoolvlak 

essensieel. Die leerling behoort doelgerig gelei te word om vertroud te raak met 

toutologiese implikasies en ekwivalensies, wat die basis van wiskundige bewyse vorm. 

Alhoewel die klem op formele bewyse op sekondere vlak nie oorheersend moet wees 

nie, moet leerlinge tog 'n goeie idee he oor die betekenis van 'n wiskundige bewys. Die 

leerling behoort te weet hoe 'n gevolgtrekking uit sekere premisse volg. Daarvoor is 'n 

basiese onderliggende kennis van sekere logiese begrippe belangrik vir die uitskryf van 

'n wiskundige bewys. 

In die res van hierdie hoofstuk sal riglyne vir die onderrig van bewystegnieke verskaf 

word wat geskik behoort te wees vir die implementering in graad 11. 

7 .5 Bewerings of proposisies 

'n Bewering of proposisie is 'n sin wat 6f waar, 6f onwaar, maar nie beide waar en 

onwaar is nie. 
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Voorbeeld 1 

Die volgende sinne is bewerings: 

(a) Die maan is vierkantig. 

(b) 1 + 6 = 7 

( c) 8 is 'n priemgetal. 

Bewerings (a) en (c) is duidelik onwaar, terwyl bewering (b) waar is. 

Voorbeeld 2 

Die volgende sinne is nie bewerings nie: 

(a) Is x groter as y? 

(b) Roomys is lekker. 

(c) Gaan weg! 

(d) x > 5. 

Sin (d) is belangrik. Dit is nie 'n bewering nie, maar eerder 'n oop sin of predikaat. 

Dit is nog waar, nog onwaar, aangesien dit 'n veranderlike bevat. 'n Predikaat is waar 

of onwaar, afuangende van die objek wat in die plek van x gestel word. 

7.6 Saamgestelde bewerings en konnektiewe 

Die volgende simbole is voorbeelde van logiese konnektiewe wat bewerings kan 

kombineer om saamgestelde bewerings te vorm: 

v, A en=>. As dus p en q twee bewerings is, dan sal p v q, p A q en p => q ook 

bewerings wees, genoem saamgestelde bewerings. Dit is belangrik om te weet dat die 

waarheidswaarde, waar (W) of onwaar (V), van 'n saamgestelde bewering, afuang van 

die waarheidswaardes van die komponente. 

Vervolgens word die vyf belangrikste logiese konnektiewe, "en", "of", "nie", "as ... 

dan" en "as en slegs as" behandel. 
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7.7 Negering, konjunksie en disjunksie 

7. 7 .1 Definisie 

Veronderstel p en q is twee bewerings. Dan word die volgende soos volg gedefinieer: 

(a) Die negering (ontkenning) van p, aangedui met - p, en gelees as "nie p", is waar 

as p onwaar is. 

(b) Die konjunksie van pen q, aangedui met p /\ q, en gelees as "pen q", is waar as 

p en q beide waar is. 

(c) Die disjunksie van pen q, aangedui met p V q, en gelees as "p of q", is waar as 

een van p of q, of beide p en q waar is. 

Alhoewel die definisie van "en" ooreenstem met die alledaagse gebruik in die gewone 

taal, is dieselfde nie waar ten opsigte van "of' nie. Die alledaagse gebruik van of in die 

gewone taal is "die een of die ander", maar nie beide nie. Die logiese "of' soos 

gedefinieer in (c), stem ooreen met "en/of' in die alledaagse gebruik van die taal. 

7.7.2 Waar- onwaartabelle 

Uitdrukkings soos - p, p /\ q en p V q se waarheidswaardes kan maklik met waar

onwaartabelle gerllustreer word. Hierdie tabelle kan ook gesien word as die definisies 

van "nie", "en" en "of'. Die onderskeie waar- onwaartabelle lyk soos volg: 

p 

w 
v 

-p 

v 
w 

p 

w 
w 
v 
v 

q 

w 
v 
w 
v 

p /\ q 
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v 
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p 

w 
w 
v 
v 

q 

w 
v 
w 
v 

p Vq 

w 
w 
w 
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Voorbeeld 3 

Bepaal of die volgende bewering waar of onwaar is: x2 
'.'.'. 0 en sin x = 2. 

Oplossing 

Stet p is die bewering "x' '.'.'. O", en q is die bewering "sin x = 2". 

Dan lyk die bewering in simbole soos volg: p /\ q. 

Maar p is waar, terwyl q onwaar is. Dus volg uit die waar- onwaartabel dat p /\ q 

onwaar is. 

7.8 Toutologie, ekwivalensie, die voorwaardelike en bivoorwaardelike 

Saamgestelde bewerings wat altyd waar of altyd onwaar is, is besonder belangrik. 

7 .8.1 Definisie 

'n Saamgestelde bewering wat altyd waar is vir alle moontlike waarheidswaardes van 

die komponente, word 'n toutologie genoem. 

'n Saamgestelde bewering wat onwaar is vir alle moontlike waarheidswaardes van die 

komponente, word 'n teenstrydigheid genoem. 

Voorbeeld 4 

Toon aan dat p V - p en p /\ - p onderskeidelik 'n toutologie en 'n teenstrydigheid 

IS. 

Op tossing 

Die oplossing word met waar- onwaartabelle bevestig. Vir kompaktheid sal 'n enkele 

label gekonstrueer word. 
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p 

w 
v 

-p 

v 
w 

p A - p 

v 
v 

p v - p 

w 

w 

Die bewering p A - pis altyd onwaar, terwyl die bewering p V - p altyd waar is. 

Dit is belangrik om te weet <lat 'n teenstrydigheid altyd uit 'n toutologie gekonstrueer 

kan word, en omgekeerd. 

7.8.2 Definisie 

Twee saamgestelde bewerings wat altyd dieselfde waarheidswaardes het, word fogies 

ekwivalent genoem. 

Voorbeeld 5 

Toon aan, deur 'n waar- onwaartabel te gebruik, <lat - (p V q) en - p A - q, 

logies ekwivalent is. 

p q p v q - p - q -pA - q (p v q) 

w w w v v v v 
w v w v w v v 
v w w w v v v 
v v v w w w w 

Die voordeel van logiese ekwivalensies is dat <lit soms makliker in wiskunde is om die 

ekwivalente bewering van 'n gegewe bewering te bewys. 

7.8.3 Die voorwaardelike en bivoorwaardelike 

Die meeste stellings in wiskunde het die "as ... dan" of "as en slegs as" vorm, terwyl 

alle definisies 'n "as en slegs as" formulering het. 
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7 .8.3.1 Definisie 

Veronderstel p en q is twee bewerings. 

(a) Die bewering p impliseer q, aangedui met p--> q, en gelees as "as p dan q", is 

waar, behalwe in die geval waar p waar en q onwaar is. 

S6 'n bewering word 'n voorwaardelike bewering genoem. Die komponente pen 

q word onderskeidelik die premis en gevolgtrekking genoem. 

(b) Die bewering p as en slegs as q, aangedui met p <* q, is waar vir die gevalle waar 

beide p en q waar, of beide p en q onwaar 1s. S6 'n bewering word 'n 

bivoorwaardelike bewering genoem. 

Die waar- onwaartabelle vir hierdie twee konnektiewe lyk soos volg: 

Voorbeeld 6 

p 

w 
w 
v 
v 

q 

w 
v 
w 
v 

p--> q 

w 
v 
w 
w 

w 
v 
v 
w 

(i) As 2 + 2 = 4, dan is 5 nie 'n priemgetal nie. 

(ii) 3 is 'n onewe getal as en slegs as 4 'n ewe getal is. 

(iii) As n 'n onewe getal is, dan is n + I 'n ewe getal. 

(iv) x' - 5x + 6 = 0 as en slegs as x = 2 of x = 3. 

Let op dat die laaste twee gevalle oop sinne betrek. 
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7. 9 Stellings 

Vervolgens sal belangrike ekwivalensies bestudeer word. Beskou die volgende waar

onwaartabel: 

p q -p -q p => q q => p -p => -q -q => 

-p 

w w v v w w w w 
w v v w v w w v 
v w w v w v v w 
v v w w w w w w 

Uit die tabel volg dat p => q en -q => -p logies ekwivalent is. So ook is q => p en 

-p => -q logies ekwivalent. 

7.9.1 Definisie 

As p => q 'n voorwaardelike bewering is, dan word die ooreenstemmende bewering 

-q => -p die kontrapositiewe van p => q genoem, terwyl q => p die omgekeerde, en 

-p => -q die inverse van p => q genoem word. 

Die kontrapositiewe -q => -p is altyd ekwivalent aan die voorwaardelike bewering p 

=> q. Daarenteen is die omgekeerde en die inverse van p => q, nie ekwivalent aan 

p => q nie. Nietemin is die omgekeerde en die inverse ekwivalent aan mekaar. 

Voorbeeld 7 

Dit kan maklik met waar- onwaartabelle aangetoon word dat p *> q ekwivalent is aan (p 

=> q) /\ (q => p), en dat p => (q V r) ekwivalent is aan (p /\ -q) => r. 

7.10 Nodige en voldoende voorwaardes 

As p => q waar is, beteken dit nie noodwendig dat die omgekeerde q => p ook waar is 

me. 
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Voorbeeld 8 

p : n is 'n veelvoud van 6. 

q : n is 'n veelvoud van 3. 

Dit is duidelik dat p => q, want enige veelvoud van 6 het 3 as 'n faktor, en is dus 'n 

veelvoud van 3. Maar q =>pis nie waar nie, want 9 is 'n veelvoud van 3, rnaar is nie 

'n veelvoud van 6 nie. 

Tog is daar talle voorbeelde in wiskunde s6 dat p => q en q => p. Dit beteken dat die 

bewering p => q en sy orngekeerde q => p beide waar is. In so 'n geval word geskryf p 

# q. 

Voorbeeld 9 

p : n is 'n ewe heelgetal. 

q : (n + 1) is 'n onewe heelgetal. 

p => q, want as n ewe is, dan is n + 1 onewe. 

q => p, want as n + 1 onewe is, dan is n ewe. 

Dus p <-1 q. 

Voorbeeld 10 

(In LiABC, AB =AC) <-1 (In .:iABC, B ~ C). Dit is die Stelling oor gelykbenige 

driehoeke. 

Stelling 

As twee sye van 'n driehoek gelyk is, dan is die hoeke teenoor die gelyke sye gelyk. 

Omgekeerd 

As twee hoeke van 'n driehoek gelyk is, dan is die sye teenoor die gelyke hoeke gelyk. 

Beide die stelling en sy orngekeerde is waar, en dus word die sirnbool <-1 gebruik. 
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As p <-> q, word gese: 

"p is waar as en slegs as q waar is", of 

"p as en slegs as q", of selfs 

"p ass q", of 

"p is nodig en voldoende vir q". 

Die volgende konvensie sal aanvaar word: 

p "" q "" r sal beteken p "" q en q "" r. 

Soortgelyke konvensies sal geld vir p <= q <= r en p <-> q <-> r. 

7.11 Opsomming 

• p "" q beteken "as p, dan q". 

• p <-> q beteken "p as en slegs as q". 

• - p beteken "nie p". 

• q "" p is die omgekeerde van p "" q. 

• - q "" - p is ekwivalent aan p "" q. 

• - p "" - q is die inverse van p "" q. 

• q "" p is ekwivalent aan - p "" - q. 

Die gebruik van hierdie simbole word met die volgende voorbeelde ge'illustreer: 

Voorbeeld 11 

Veronderstel x, y E N. 

(i) (Die produk xy is onewe) <-> (x is onewe en y is onewe ), 6f (die produk xy is 

onewe ass x onewe en y onewe is), 6f (vir die produk xy om onewe te wees, is 

nodige en voldoende voorwaardes dat x onewe en y onewe is). 
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Dit kan ook uitgedruk word deur 'n bewering en sy omgekeerde, waarvan beide 

waar 1s. 

Bewering: As die produk xy onewe is, dan is beide x en y onewe. 

Omgekeerde: As beide x en y onewe is, dan is die produk xy onewe. 

Dit kan ook soos volg gestel word: 

Bewering: x en y beide onewe is 'n nodige voorwaarde vir xy om onewe te wees. 

Omgekeerde: x en y beide onewe is 'n voldoende voorwaarde vir xy om onewe 

te wees. 

(ii) (x en y beide ewe)=> (die produk xy is ewe). 

Bewering: As x en y beide ewe is, dan is die produk xy ewe. 

Anders gestel: x en y beide ewe is 'n voldoende voorwaarde vir xy om ewe te 

wees. 

Die omgekeerde van hierdie bewering is onwaar. 'n Teenvoorbeeld met x = 2 en 

y = 3 kan gebruik word om dit te bevestig. Dit is nie nodig vir beide x en y om 

ewe te wees om te verseker dat xy ewe sal wees nie. 

(iii) (Die produk xy is ewe)** (ten minste een van x of y is ewe). 

Anders gestel: Die produk xy is ewe ass ten minste een van x en y ewe is, 6f vir 

xy om ewe te wees, is 'n nodige en voldoende voorwaarde dat ten minste een van 

x en y ewe moet wees. 

Implikasie => en ekwivalensie ** se betekenis en gebruik word in die volgende 

twee voorbeelde geYllustreer. 
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Voorbeeld 12 

Los op vir x as j3x + 13 = x + I. 

Oplossing 

j3x + 13 x + I. 

=> 3x + 13 = (x + 1)2 

<* 3x + 13 = x2 + 2x + I 

<* x' - x - 12 = 0 

<* (x - 4) (x + 3) = O 

# x - 4 = 0 6f x + 3 = 0 

# x = 4 6f x = -3. 

Voorbeeld 13 

x = 4 => x2 
= 16, maar 

x2 = 16 => x = 4 6f x = -4. 

7.12 Kwantore 

Die meeste definisies en stellings in wiskunde betrek terme soos "vir alle" en "daar 

bestaan", tesame met die konnektiewe "en", "of' en "as ... dan". 

In besonder word hier verwys na "oop sinne". 

245 



Voorbeeld 14 

(i) (x - y)2 > 0 vir a/le x, y E R. 

(ii) 2k is 'n ewe getal vir alle k E N. 

(iii) Bewys dat die wortels van (a - 2)x2 + (a - 3)x - 5 = 0 reeel is vir alle reele 

waardes van a. 

(iv) Elke vierkant is 'n reghoek. 

(v) Daar bestaan 'n waarde van x s6 dat x2 = 4. 

Die eerste vier voorbeelde betrek die universe le kwantor "vir alle" of "elke", aangedui 

met die simbool V. In voorbeeld (v) word die eksistensiele kwantor gebruik om die 

"bestaan" van 'n element te beskryf. Laasgenoemde kwantor word met die simbool 3 

aangedui. 

In simbole lyk voorbeeld 14 soos volg: 

Voorbeeld 15 

(i) (x - y)2 ~ 0 v x, y E R. 

(ii) 2k is 'n ewe getal V k E N. 

(iii) Bewys dat die wortels van (a - 2) x2 + (a - 3) x - 5 = 0 reeel is V a E R. 

(iv) Ste! U is die versameling van alle vierhoeke in die vlak. Dan volg dat vx (p(x) 

=> q(x)), waar p(x) beteken "xis 'n vierkant" en q(x) beteken "xis 'n reghoek". 
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7.13 Samevatting 

Die onvermoe van studente om wiskundige aktiwiteite te bemeester, kan fundamenteel 

toegeskryf word aan hoofsaaklik twee redes. Die eerste moontlike rede is 'n gebrek aan 

basiese logiese begrippe om in 'n objektaal te kan kommunikeer. 'n Tweede moontlike 

rede is die feit dat die leerlinge onbewus is van die onderskeie bewystegnieke wat 

bestaan om besondere stellings te bewys. 

As die leerlinge eers die bewystegnieke verstaan, sal dit moontlik wees om stappe in 

sekere bewyse te verduidelik. Leerlinge kan dan aktief betrek word om sekere 

bewystegnieke te kies vir die toepassing van 'n bewys. 

In die res van hierdie hoofstuk sal bewyse en bewystegnieke bestudeer word wat geskik 

behoort te wees vir leerlinge in grade 11 en 12. 

7.14 Die betekenis van 'n bewys 

Wiskundige aktiwiteite is hoofsaaklik gemoeid met bewyse. 'n Wiskundige bewys berus 

fundamenteel op logiese argumente. Dit beteken dat uit 'n hipotese "p is waar", 'n 

gevolgtrekking "q is waar" afgelei word. 

7.14.1 Direkte bewyse (Bewyse deur deduksie) 

'n Ketting van implikasies p => p1 => p2 => ... => q word hier gebruik om die 

gevolgtrekking q uit p af te lei. As die omgekeerde implikasies p <= p1 <= p2 <= ... <= q 

geldig is, dan geld die omgekeerde bewering ook. In so 'n geval kan die implikasies 

eenvoudig gekombineer word deur te skryf: 

P ** P1 ** P2 ** ... ** q. 

Die volgende is voorbeelde van direkte bewystegnieke: 

Voorbeeld 16 

Bepaal die waardes van x waarvoor x 
2 

-
3 > 2. 

x 
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Oplossing 

x2 - 3 
> 2 

x 

x2 - 3 
- 2 > 0 - x 

x2 - 3 - 2x - > 0 
x 

x 2 - 2x - 3 
>O = 

x 

- (x - 3)(x + 1) > 
0 

x 

--1 <x<06fx>3. 

Voorbeeld 17 

Bepaal die waardes van x wat die volgende vergelyking bevredig: 

3 - 3 cosx=2 sin2x, 0° <x<360°. 

Oplossing 

3 - 3 cos x = 2 sin'x 

- 3 - 3 cos x = 2 (I - cos2x) 

= 3 - 3 cos x = 2 - 2 cos2x 

= 2 cos2x - 3 cos x + 1 = 0 

=(2cosx- l)(cosx-1)=0 

=2cosx-1=0 6fcosx- l=O 

= cos x = 0,5 of cos x = I 

= x = 60° 6fx = 360° - 60° 

= 300° 
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7.14.2 Die teenvoorbeeld 

Om te bewys dat 'n bewering onwaar is, is gewoonlik makliker as om te bewys dat 'n 

bewering altyd waar is. Al wat nodig is om te bewys dat 'n bewering onwaar is, is om 

slegs een geval te demonstreer waarvoor die bewering onwaar is. Hierdie tegniek staan 

bekend as die gebruik van 'n teenvoorbeeld. 

Voorbeeld 18 

Gee 'n teenvoorbeeld om aan te toon dat die volgende bewerings onwaar is: 

(a) (x2 = y2
) => x = y. 

(b) (a - b > 0) => (a2 
- b2 > 0). 

(c) Alie onewe getalle is priemgetalle. 

Oplossing 

(a) x = 3 en y = - 3 bevredig x2 = y2
, maar nie x = y nie. 

Die bewering is dus onwaar. 

(b) As a = 1 en b = -2, dan is a - b > 0, maar a2 
- b2 < 0. 

Die bewering is dus onwaar. 

( c) 9 is 'n one we getal, maar is nie 'n priemgetal nie. 

7.14.3 Bewys deur uitputting 

Hierdie tegniek kom nie dikwels na vore nie, en is beperk tot gevalle waar daar slegs 

'n eindige aantal moontlikhede is wat ondersoek kan word. 

Voorbeeld 19 

Bewys dat daar geen heeltallige waardes is wat die vergelyking x2 + y2 = 7 sal 

bevredig nie. 
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Oplossing 

As x = 1 en y = 1, dan is x2 + y2 = 2. 

As x = I en y = 2, dan is x2 + y2 = 5. 

As x = 1 en y = 3, dan is x2 + y2 > 7. 

As x = 2 en y = I, dan is x2 + y2 = 5. 

As x = 2 en y = 2, dan is x2 + y2 > 7. 

As x = 3 en y = I, dan is x2 + y2 > 7. Dus is alle moontlikhede uitgeput. 

Dit is duidelik dat <lit nie nodig is om negatiewe getalle te beskou nie. Dit is ook 

duidelik <lat tyd gespaar kan word as gevolg van die feit <lat x2 + y2 = 7 simmetries met 

betrekking tot x en y is, en derhalwe hoef slegs gevalle waar y ::'.: x ondersoek te word. 

7.14.4 Bewyse denr transitiwiteit 

Hierdie bewystegniek is die mees algemeenste van die bewystegnieke. 

Voorbeeld 20 

In die figuur is AB 'n raaklyn aan die sirkel en EC II AB. Bewys <lat D1 = D2 

Bewys I\ = B1 (Hoek tussen die raaklyn en die koord) 

= Ez (Verwisselende hoeke, EC II AB) 

= D2 (Omtrekshoeke in dieselfde sirkelsegment). 
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Die meeste van die meetkundeprobleme in graad 11 - 12 kan met hierdie tegniek bewys 

word. 

Voorbeeld 21 

Bewys die volgende identiteit: 

J+cosx smx + ---- ~ 2 cosec x. 
smx l+cosx 

Bewys 

I + cos x sin x ----+ 
sinx l+cosx 

(I + cos x)2 + sin2x 
sin x (1 + cos x) 

1 + 2 cos x + cos2x + sin2x 
sin x (1 + cos x) 

1 + 2 cos x + 1 
sin x (1 + cos x) 

2+2cosx 
sin x (1 + cos x) 

2(1 + cos x) 
sin x (1 + cos x) 

2 
sin x 

~ 2 cosec x. 

7 .14.5 Bewyse deur teenstydigheid 

Hierdie is 'n kragtige bewystegniek wat heel dikwels gebruik word. In baie gevalle is 

dit moontlik om die resultaat p => q te bewys deur (p en - q) te veronderstel. 'n 

Teenstrydigheid word verkry, waaruit volg dat die veronderstelling (p en - q) 

onmoontlik is. Dus moet die hipotese p vir q impliseer. 
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Voorbeeld 22 

Bewys deur 'n teenstrydigheid dat as n 'n heelgetal is s6 dat n2 onewe is, dan is n 'n 

onewe heelgetal. 

Bewys 

Veronderstel dat n ewe en n' onewe is. Dan bestaan daar 'n heelgetal k s6 dat n = 2k. 

Dus is n2 = (2k)2 = 4k2 = 2(2k2
). Gevolglik is n2 'n ewe heelgetal, wat teenstrydig met 

die veronderstelling is. Dus is n 'n onewe heelgetal. 

Voorbeeld 23 

Bewys deur 'n teenstrydigheid dat geen koord van 'n sirkel !anger as 'n middellyn is nie. 

Bewys 

AIL----------i B 

\ 

Veronderstel daar bestaan 'n koord, se AC, van 'n sirkel wat !anger as 'n middellyn is. 

Trek 'n middellyn AB van die sirkel. Trek vervolgens BC. Nou volg dat C = 90". 

Dus is AB die skuinssy van 'n reghoekige driehoek ABC. Gevolglik is AB !anger as 

AC. Dit is teenstrydig met die veronderstelling. Dus bestaan daar nie 'n koord van 'n 

sirkel wat !anger as 'n middellyn is nie. 
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Hierdie bewystegniek word onder andere gebruik om die volgende meetkundestellings 

in graad 11 te bewys: 

• As 'n lynstuk wat twee punte A en B verbind, gelyke hoeke by twee punte C en D 

onderspan, met C en D aan dieselfde kant van AB, dan Je die vier punte op die 

omtrek van dieselfde sirkel. 

• As een paar teenoorstaande hoeke van 'n vierhoek supplementer is, dan is die 

vierhoek 'n koordevierhoek. (Kyk hoofstuk 6, voorbeeld 62). 

• As 'n lyn deur die endpunt van 'n koord van 'n sirkel getrek word s6 dat die hoek 

tussen die lyn en die koord gelyk aan die omtrekshoek in die teenoorstaande 

sirkelsegment is, dan is die lyn 'n raaklyn aan die sirkel. 

7 .15 Samevatting 

In hierdie hoofstuk is die tussentydse kernsillabus vir wiskunde, Hoer Graad, grade 

10-12, van die Departement van Onderwys, en die wiskundesillabus van die South 

African College for Teacher Education gebruik om te illustreer tot welke mate die 

formele aspek van wiskunde gereflekteer word. Hieruit was dit duidelik dat die leerling 

en student deeglik vertroud moet wees met logiese begrippe en bewystegnieke om 

wiskundige aktiwiteite te beoefen. In afdelings 7.4 -7 .14 is 'n elementere kursus in 

logika en bewystegnieke gekonstrueer wat geskik behoort te wees vir implementering 

op graad 11 vlak. Die bewystegnieke wat bespreek is, is by verre nie die enigstes nie. 

Die leerling sal sonder twyfel ook met ander tegnieke in sy sekondere opleiding kennis 

maak, soos byvoorbeeld in gevalle van verbesondering. 

Nogtans behoort die voorgestelde kursus die leerling voor te berei om wiskundige 

bewyse met selfvertroue aan te pak. Hierdie vertroue sal versterk word met die aanvul 

van verskeie oefeninge om die verskillende tegnieke te bemeester. 
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HOOFSTUK 8: SAMEV ATTING, GEVOLGTREKKINGS EN 

AANBEVELINGS 

8.1 Samevatting 

Die doe! met hierdie studie was om bewyse in wiskunde uit die eersteordepre

dikaatlogika te formaliseer. Hierdie teoretiese studie was daarop gerig om te bepaal tot 

welke mate die huidige tussentydse kernsillabus vir wiskunde, Hoer Graad, van die 

Departement van Onderwys, leerlinge op skool in die logika toerus om vereiste 

bewystegnieke te gebruik. Die studie het ook ten doel gehad om te bepaal of die 

opleiding van onderwysstudente in wiskunde aan SACTE, voldoende is om formele 

bewyse bevredigend te kan hanteer. 

In hoofstuk 2 is die invloed van die verskillende denkskole op bewystegnieke in oenskou 

geneem. Hierdie sterk historiese studie was nodig vir 'n fundamentele ondersoek van 

wiskundige idees. 'n Werklike begrip hiervan is nie moontlik sonder 'n grondige 

ondersoek van die oorsprong nie. In hierdie hoofstuk is die ontwikkeling van die basiese 

konsepte geskets. Die betekenis van wiskunde en wiskundige skepping is hier uitgelig. 

In hierdie hoofstuk is ook aandag geskenk aan die rol van die aksiomatiese stelsel. Dit 

is nie bekend waar en wanneer die aksiomatiese metode ontstaan het nie. Euklides se 

Elernente is die eerste werklike voorbeeld van 'n aksiomatiese stelsel wat sinvol 

veralgemeen is tot 'n meer abstrakte vorm. Hierdie stelsel staan bekend as 'n formele 

aksiomatiese stelsel. Die vyfde postulaat van Euklides se E/ernente word deur somrnige 

navorsers as waarskynlik die beroemdste enkele uitspraak in die geskiedenis van 

wiskunde beskou. Hierdie postulaat het 'n belangrike rol gespeel tot die stimulus vir die 

ontwikkeling van 'n groot deel van die modeme wiskunde. 

Die "krisis" in die grondslae van die wiskunde wat aan die einde van die negentiende 

eeu ontstaan het, is nog nie bevredigend opgelos nie. Die drie prinsipiele filosofiee van 

wiskunde, te wete die logisistiese skool, met Russell en Whitehead as die belangrikste 

eksponente, die intuYsionistiese skool, met Brouwer en Heyting as die voorlopers, en die 

formalistiese skool met Hilbert as grondlegger, het elkeen sy aanhangers. Uit hierdie 

skole het antler filosofiese idees ontwikkel, terwyl daar ook sommige onafhanklike 
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filosofiee ontstaan het. Godel het met onweerlegbare metodes aangetoon dat die drie 

prinsipiele denkskole nie een 'n voldoende geformaliseerde deduktiewe konsistente 

stelsel ontwikkel het nie. Nogtans stem al drie hierdie denkskole ooreen dat 'n bewys 

binne 'n bepaalde verwysingsraamwerk moet geskied, alhoewel hulle nie dieselfde 

verwysingsraamwerk dee] nie. 

In hoofstuk 3 is bewys as 'n wiskundige aktiwiteit beskou. Daar is algemene konsensus 

tussen wiskundiges dat 'n bewys in enige wiskundige stelsel, 'n soort skema sal he. Die 

aksiomatiese metode het 'n betekenisvolle bydrae gelewer tot die ontwikkeling van 

wiskunde, alhoewel hierdie metode nie sal help om 'n bewys vir 'n stelling te kry nie. 

Formele logika speel nie 'n groot rol in die vind van 'n bewys nie. In hierdie hoofstuk 

is ook faktore bespreek wat 'n bewys in die wiskundige gemeenskap aanvaarbaar maak. 

Terwyl huidiglik wiskundiges nog steeds verskil oor die kriteria van geldige bewyse, is 

daar min wat die skep van 'n formele bewys as die sentrale kem van wiskundige praktyk 

sien. Daar is, soos gesien is, goeie rede hiervoor, afgesien van die "krisis" in die 

wiskunde. 

Belangrike wiskundige idees word deur 'n daad van skepping ontdek waarin formele 

logika nie betrokke is nie. Dit word nie afgelei nie, maar ontwikkel deur 'n proses 

waarin betekenis vir die bestaande wiskundige liggaam herken word deur informele 

intulsie. Terwyl 'n bewys as noodsaaklik vir 'n stelling beskou word, hoef dit n6g 

streng, n6g volledig te wees. Die ondersoeking van 'n bewys is baie belangriker as 

formele bevestiging. Aangesien 'n streng deduktiewe ketting vir bewyse in meeste 

gevalle onprakties is, en kontrole moeilik raak as bewyse te lank word, is bewyse 

konvensioneel kort. Baie word aan die leser se oordeel oorgelaat. Betekenisvolle 

Stellings is al sonder formele bewyse aanvaar, terwyl foute in formele bewyse algemeen 

is. Waar 'n gedagte min aftrek kry, gaan foute dikwels ongemerk deur. Waar 'n foul 

in 'n belangrike stelling se bewys uitgewys word, is dit dikwels die bewys wat verander 

word, terwyl die stelling onveranderd bly. 

Tog, ten spyte van die sekondere aard van 'n bewys, is dit maklik om te sien hoe 

wanopvattings oor die aard van wiskunde na vore kom. Wiskundige resultate word 

deurgaans in die vorm van stellings en bewyse verskaf. Hulle behou hierdie vorms, en 
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reflekteer die aard van wiskunde as 'n hoogs gestruktureerde liggaam van kennis wat 

bymekaar gehou word deur die begrip van logiese voorkeur. 

Om 'n student in bewystegnieke te onderrig word veronderstel die onderrig van die 

grondslae van bewyse. So 'n kl em ignoreer die kritieke element. As 'n wiskundige 'n 

bewys lees, dan is dit nie die deduktiewe skema wat die meeste aandag vereis nie. Dit 

is inderdaad die wiskundige idees, waar die verwantskappe deur die bewys op 'n nuwe 

wyse opgehelder word. Dit is die intultiewe oorbrugging van die gapings in logika wat 

die essensiele komponent van die begrip is. 

Rekenaarondersteunde bewyse kom hedendaags al sterker op die voorgrond en word 

geredelik deur die wiskundige gemeenskap aanvaar. Met die implementering van die 

rekenaar in bewysvoering, het die vraag oor beslisbaarheid nuwe betekenis gekry. Om 

die probleem van lang bewyse te oorkom, het waarskynlikheidsbewyse resultate met 'n 

sekere graad van betroubaarheid opgelewer. Hierdie benadering tot bewyse is dieselfde 

as die erkenning dat wiskunde sekere aspekte met die empiriese wetenskappe deel. 

In hoofstuk 4 is die probleme oor die "krisis" in die wiskunde waarna in hoofstuk 2 

verwys is, aangespreek. Om seker te maak dat steeds aanvaarbare wiskunde beoefen 

word, moet die argumente geformaliseer word. Om 'n teorie te forrnaliseer, is dit nodig 

om te let op die gebrek aan beheer in die ontwikkeling van taal, waar woorde meer as 

een betekenis het. Wanneer oor wiskunde gepraat word, moet die interpretasie van elke 

uitdrukking eenduidig wees. Dit is slegs moontlik indien 'n kunsmatige taal gebruik 

word. 'n Tweede gebrek wat uitgeskakel moet word, is die moontlikheid van foutiewe 

redenering. Om hierdie foute te voorkom, moet uitdruklik gemeld word volgens watter 

logiese wette geredeneer moet word. Daar moet ook besluit word presies wat beskou 

sal word as '" n bewys". Die logiese wette word, net soos ander wetenskaplike wette, 

gevorm deur abstrahering vanuit die werklikheid. Gevolglik kan hulle nie as volmaak 

beskou word nie, en dit is waarskynlik dat hulle altyd verbeter sal kan word. Daar is 

dus 'n mate van vryheid wat die keuse van wette betref. 

Nog 'n verskynsel wat verrny moet word, is dat dieselfde argument totaal verskillende 

gevolgtrekkings het. Die proposisielogika is 'n kunsmatige taal wat daardie dee! van die 
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logika formaliseer waar die geldigheid van 'n argument slegs afhang van die wyse 

waarop die sinne met mekaar verbind is, en nie hulle interne struktuur nie. Die 

geldigheid van die redenasies is slegs van die logiese konnektiewe "en" asook "of' 

afhanklik, en nie van die interne struktuur van die proposisies nie. Logika was 

tradisioneel die kuns van sillogismes. Sillogistiese logika word gebruik om deduktiewe 

redenering van probleme te bestudeer. Die gebruik van waar-onwaartabelle word 

ingespan om abstrakte sintaktiese kombinasies van proposisies te vergelyk, asook 

onderlinge verwantskappe tussen spesiale proposisies te ondersoek. 

Die proposisielogika is egter nie ryk genoeg om die wiskunde te akkommodeer nie. Die 

sinne en konnektiewe alleen is nie voldoende om uitdrukkings wat kwantore en predikate 

bevat, in te sluit nie. 

In hoofstuk 5 word die tekortkominge van die proposisielogika aangespreek met die 

uitbreiding na die eersteordepredikaatlogika. Binne die konteks van hierdie kunsmatige 

taal kan wiskundige teoriee geformaliseer word. Hierdie kunsmatige taal is ontwikkel 

sodat die semantiese en sintaktiese idees van waarheid onder andere lei tot ekwivalente 

resultate, en hierdie eienskap word die adekwaatheid van die kunsmatige taal genoem. 

Die eienskappe van eersteordeteoriee is ook uitgewys. Sodanige teoriee is altyd 

aksiomaties, beslisbaar, onafbanklik en volledig. 

Die rasionaal van die logika is om die onderwerpe en metodes van moderne wiskunde 

te reflekteer. 'n Ander aspek van hierdie rasionaal, is die besondere siening van 

wiskunde wat deur die teoretici gehuldig word. 'n Wiskundige stelsel ontstaan as gevolg 

van die wisselwerking tussen twee faktore, 'n versameling van postulate en 'n logika. 

Die versarneling postulate vorm die basis van die stelsel, en die logika vorm die reels 

waarvolgens 'n liggaam van stellings ontstaan. Die wiskundige teorie of stelsel, bestaan 

uit die totaliteit van bewerings wat saamgestel is uit beide die postulate en die stellings. 

In hoofstukke 4 en 5 is die logika wat nodig is om stellings uit 'n postulate basis af te 

lei, bestudeer. Dit is feitlik 'n onmoontlike taak om 'n gewone taal te gebruik om 

logika te bestudeer. 'n Simboliese taal is nodig vir 'n wetenskaplike benadering tot die 
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vale As gevolg van die simbole, staan s6 'n benadering bekend as 'n simboliese of 

wiskundige logika. In 'n simboliese logika word die relasies tussen die verskillende 

proposisies, klasse, ensovoorts, voorgestel deur formules waarvan die betekenis 

ondubbelsinnig is. Wat betrefkompaktheid en begrip, het die simboliese logika 'n groot 

voordeel ho 'n gewone taal. 

In hoofstuk 6 is die verskillende bewystegnieke wat in hoofstukke 4 en 5 ontwikkel is, 

aangewend om stellings op 'n formele wyse te bewys. Die verskillende tegnieke wat in 

bykans alle bewyse gebruik word, word hier gei"dentifiseer, gekategoriseer en op 'n 

redelik eenvoudige wyse verduidelik. Dit is bykans onmoontlik om wiskundige 

aktiwiteite te beoefen sonder 'n kennis van die verskillende bewystegnieke. Hierdie 

hoofstuk wys op die verskillende wiskundige denkprosesse, en het onderliggend ook ten 

doe! om kreatiewe denke te illustreer. Ten einde meer informele voorstellings van 

bewyse te verstaan, moet die student en leerling in staat wees om die formele struktuur 

van 'n bewys te analiseer en te verstaan. 

In hoofstuk 7 is twee wiskundesillabusse ontleed ten opsigte van logiese begrippe en 

bewystegnieke. Die eerste hiervan is die tussentydse kernsillabus vir wiskunde, Hoer 

Graad, grade 10-12, van die Departement van Onderwys. Die tweede een is die 

wiskundesillabus van SACTE, 'n nasionale onderwysersopleidingsinstansie. Die doe! 

van hierdie ontleding is om die rol van die logika in bewysvoering te reflekteer. 'n 

Konsep kursus in logika en bewystegnieke word ook in hierdie hoofstuk behandel wat 

leerlinge op sekondere vlak die nodige agtergrond in logika en bewyse sal gee. Hierdie 

elementere logiese beginsels is onderliggend tot wiskundige bewyse, en behoort die 

leerling 'n beter begrip oor die betekenis van logika, bewyse en wiskundige stelsels te 

gee. 

8.2 Gevolgtrekkings 

Uit hierdie studie is dit duidelik dat leerlinge op skool, asook die onderwysstudent in 

wiskunde, onvermydelik in aanraking kom met hipotetiese argumente soos byvoorbeeld 

die volgende: 
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"As 'n driehoek reghoekig is, dan is die som van die vierkante op die reghoeksye gelyk 

aan die vierkant op die skuinssy." Die leerling en student leer ook van stellings en hulle 

omgekeerdes. Nodige en voldoende voorwaardes kan ook in verband gebring word met 

stellings en hulle omgekeerdes. 

Die leerling, sowel as die student maak ook van indirekte bewysvoering gebruik. In 

hierdie verband word gedink aan die kontrapositiewe bewystegniek. Ook kom die 

leerling en student in aanraking met bewyse uit die ongerymde, terwyl studente ook met 

volledige induksie kennis maak. 

Beide die leerling en student is egter glad nie vertroud met logiese argumente nie. Daar 

word naamlik weinig in die sillabusse oor bewysvoering en logiese argumente genoem. 

Sonder 'n voldoende agtergrond, is dit nie vir die leerling of student moontlik om 'n 

volledige begrip oor bewysvoering te he nie. Beide ontwikkel dus 'n gebrekkige insig 

oor wat wiskunde presies behels. 

Die sleutel tot die begrip van nuwe konsepte of stellings is die vermoe om te onderskei 

tussen patrone en konneksies, die vermoe om voorafgaande stellings te gebruik en nuwes 

te ontwikkel. Dit is wiskundige insig. Dit is die produk tussen kreatiwiteit aan die een 

kant en wiskundige kennis aan die ander kant. Met 'n gebrekkige kennis van logika, 

word leerling en student slegs manipuleerders van wiskundige simbole. 

8.3 Aanbevelings 

• Op grond van hierdie studie word aanbeveel dat die samestellers van die tussentydse 

kemsillabus vir wiskunde, grade 10-12, Hoer Graad, van die Departement van 

Onderwys, die leemtes daarin onverwyld sal aanspreek. In hierdie verband word 

verwys na bewysvoering ten opsigte van die kontrapositief, ongerymdheid, nodige en 

voldoende voorwaardes, en ander logiese begrippe. Dit word aanbeveel dat daar 

dringend aandag gegee sal word aan die invoer van logika om hierdie probleem te 

oorkom. Die voorgestelde kursus oor elementere logika en bewystegnieke wat in 

hoofstuk 7 behandel is, behoort geskik te wees vir implementering op graad 11 vlak. 
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• Aangesien die akademiese opleiding van wiskundeonderwysers streng formele 

wiskunde behels, en die onderwysstudent deurgaans met Strenge bewysvoering 

gekonfronteer word, word aanbeveel dat die wiskundesillabus van onderwysers

opleidingsinstansies soos SACTE 'n verpligte module oor formele logika sal insluit. 

Dit sal ongetwyfeld die voomemende wiskundeonderwyser 'n breerbegrip en dieper 

insig in wiskunde gee. 

Sodoende sal bekwamer wiskundeonderwysers aan die praktyk gelewer word wat tot 

voordeel van die onderwys in die algemeen, en wiskundeonderrig in die besonder sal 

wees. 

8.4 Verdere navorsing en ontwikkeling 

Uit hierdie studie volg dat verdere navorsing en ontwikkeling noodsaaklik is om die 

volgende probleme aan te spreek: 

• Die gebruik van k!ein aksiomatiese stelsels in die onderrig van wiskunde. 

Aangesien hierdie studie uitgewys het dat die onderrig van logika aan onderwysstudente 

in wiskunde by SACTE gebrekkig en ontoereikend is, is dit noodsaaklik om hierdie 

leemte dringend aan te spreek. 

Die gebruik van klein aksiomatiese stelsels in die onderrig van logika, soos dit in 

afdeling 2.11 bespreek is, regverdig 'n grondige studie en navorsing. 

• Logika en die probleemgesentreerde benadering in wiskundeonderwys. 

Die probleemgesentreerde benadering tot die onderrig van wiskunde berus daarop dat 

leerlinge 

• wiskunde kan leer deur probleme op te los, 

• kan besin oor die metodes van oplossing, en 

• kennis neem van ander denkpatrone by die oplos van probleme. 
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Die leerkrag gee geen onderrig in die tradisionele sin van die woord nie. Die leerling 

ontvang ook nie demonstrasies, verduidelikings, voorskrifte en wenke nie. Die leerling 

is dus geheel en al afbanklik daarvan om uit die oplos van probleme en sosiale interaksie 

met mekaar te leer. 

In die probleemgesentreerde benadering bet die leerling die vryheid om primitiewe 

metodes te gebruik om probleme op te los, byvoorbeeld tekeninge, tel, probeer-en

verbeter. Hierdie vryheid help die leerling om die struktuur van 'n nuwe tipe probleem 

te verstaan, en op die probleem te fokus. Die oorhaastige keuse van 'n bewerking en 

oplossing van 'n probleem deur 'n elegante metode gee dikwels daartoe aanleiding dat 

die leerling nie op die probleem self konsentreer nie. In so 'n geval kan die doe! of die 

logika van die betrokke metode nie altyd begryp word nie. 

Die leerling behoort egter in staat te wees om die logika van die metodes wat hulle 

gebruik het, sistematies en met korrekte gebruik van notasies skriftelik uiteen te sit. 

Dit is egter nodig dat daar intensiewe navorsing ondemeem sal word oor logika as 

metode van onderrig in die probleemgesentreerde benadering. In hierdie verband word 

verwys na afdeling 2.11. 

8.5 Opmerking 

Met hierdie studie word vertrou dat die samestellers van wiskundekurrikula aandag sal 

skenk aan die rol van logika in die hedendaagse beoefening van wiskunde. Alhoewel 

daar 'n wereldwye neiging is om wiskunde op skoolvlak minder forrneel te maak, kan 

dit nie ontken word dat logiese argumente op sekondere skoolvlak onontbeerlik is nie. 

Die logiese ontwikkeling is selfs op voorgraadse vlak nie na wense nie. Derhalwe 

verdien die logiese opbou van die vak deur middel van bewyse emstige aandag by die 

samestelling van 'n wiskundekurrikulum. 
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I OPMERKINGS 

WISKUNDE HG 

STANDERD 8-10 

I. I Die rangskikking van die inhoud van die sillabus en van die onderafdelings 

daarvan is nie noodwendig 'n aanduiding van die volgorde waarin die werk 

behandel moet word nie. 

1.2 Nie-programmeerbare sakrekenaars mag waar nodig en toepaslik gebruik word om 

wiskundige begrippe te ontwikkel en vir berekeninge. Basiese onderrig in die 

praktiese gebruik van sakrekenaars moet verskaf word. 

1.3 Die afbakening van Sts. 9 en I 0 word aanbeveel maar is nie voorskriftelik nie. 

2 DOELSTELLINGS 

2.1 Samelewingsdoelstellings 

Hierdie sillabus is daarop gemik om die volgende samelewingsdoelstellings te ontwikkel 

en te bevorder: 

2.1.1 om 'n positiewe bydrae te maak tot die heropbou en ontwikkeling van die Suid

Afrikaanse samelewing en die bemagtiging van sy mense; 

2.1.2 om gelyke geleenthede en keusemoontlikhede te ontwikkel; 

2.1.3 om 'n bydrae te maak tot 'n wye ontwikkeling van die samelewing se kulture; 

2.1.4 om 'n demokratiese, nie-rassige en nie-seksistiese onderrigpraktyk te bevorder; 

en 

2.1.5 om 'n bewuswording van, en 'n verantwoordelikheid vir die bewaring van die 

totale omgewing te skep. 
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2.2 Algemene onderrig- en leerdoelstellings 

Hierdie sillabus het ten doe! om die volgende onderrig- en leerdoelstellings te bevorder: 

2.2. l om burgers te ontwikkel wat onafhanklik, self-ondersoekend en met selfvertroue 

kan optree; 

2.2.2 om kritiese en ontledende redeneervermoe te ontwikkel; 

2.2.3 om persoonlike kreatiwiteit en probleemoplossingsvaardighede te ontwikkel; 

2.2.4 om bedrewendheid in kommunikatiewe en taalvaardighede, naamlik lees, skryf, 

luister en praat, te ontwikkel; 

2.2.5 om 'n koiiperatiewe leeromgewing te bevorder; 

2.2.6 om die nodige begrip, waardes en vaardighede vir volgehoue individuele en 

sosiale ontwikkeling, te bevorder; 

2.2.7 om die begrip te ontwikkel <lat kennis 'n terrein van betwiste idees is; en 

2.2.8 om die onderrig en leergebeure sodanig binne konteks te plaas dat dit by die 

ervaringsveld van die leerder aanpas. 

2.3 Spesifieke doelstellings vir wiskunde-onderwys 

Hierdie sillabus het ten doe! om die volgende spesifieke doelstellings vir Wiskunde

onderwys te ontwikkel en te bevorder: 

2.3. l om leerlinge in staat te stel om wiskundige kennis en vaardigheid te verkry; 

2.3.2 om leerlinge in staat te stel om Wiskunde in ander vakgebiede en in sy/haar 

leefwereld toe te pas; 

2.3 .3 om insig en ruimtelike verwantskappe en meting te ontwikkel; 
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2.3.4 om leerlinge in staat te stel om wiskundige begrippe en verwantskappe te ontdek 

deur eksperimentering en spekulasie; 

2.3.5 om getalbegrip en rekenvaardighede te ontwikkel asook om die waarskynlikheid 

van antwoorde deur skatting te bepaal; 

2.3.6 om die vermoe te ontwikkel om logies te redeneer, te veralgemeen, te 

verbesonder, te organiseer, analogiee te trek en te bewys; 

2.3.7 om leerlinge in staat te stel om 'n situasie in die werklikheid wat wiskundig 

voorgestel kan word, te herken, 'n toepaslike wiskundige model daarvoor te 

formuleer, die wiskundige oplossing daarvoor te kry, en die resultaat terug te 

interpreteer in terme van die werklike situasie; 

2.3.8 om die vermoe te ontwikkel om wiskundige taal te verstaan, te interpreteer, te 

lees en te skryf; 

2.3.9 om 'n ondersoekende houding teenoor Wiskunde te ontwikkel; 

2.3.10 om 'n waardering vir die plek van Wiskunde en sy wydlopende toepassing in 

die samelewing, te ontwikkel; 

2.3.11 om basiese wiskundige voorbereiding vir verdere studie en beroepe te voorsien; 

2.3.12 om 'n bewuswording van, en 'n waardering vir die bydraes van alle nasies van 

die wereld tot die ontwikkeling van Wiskunde, te ontwikkel. 

3 EVALUERING EN EKSAMINERING 

3.1 Evaluering is 'n integrale dee! van die leerproses. 

3.2 Evaluering is 'n middel tot 'n doel. Dit is 'n proses wat ten nouste verweef is met 

elke aspek van die totale program van die leerling se ontwikkeling. Die 

uiteindelike doe! met evaluering is die verbetering van die effektiwiteit van die 
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Wiskunde program asook die leerlinge se wiskundige bevoegdheid m 

ooreenstemming met hul vermoe, aanleg en behoefte. 

3.3 Dit is van die uiterste belang dat die evalueringsprogram die bree benadering tot 

die onderrig en leer van Wiskunde in die skool sal weerspieel. 

3 .4 Goedgekeurde sakrekenaars mag gedurende skriftelike toetse en eksamens gebruik 

word. 

3.5 Die sillabus vir Standerds 8 en 9 behoort intern deur elke skool ge-eksamineer te 

word. 

3.6 Die eksteme seniorsertifikaat-eksamen in Standerd 10 sal hoofsaaklik op die 

sillabusse van Standerd 9 en 10 gebaseer wees, maar die lineere aard van 

Wiskunde is sodanig dat die werk wat in Standerd 8 en vroeer gedoen is, nie 

uitgesluit word nie. 

3. 7 Die eksaminering in Standerd 10 sal deur middei van twee drie uur vraestelle van 

gelyke waarde geskied. Die punteverdeiing is soos volg: 

3.7.1 Eerste Vraestel 

• Algebra: 75% (± 5%) 

• Differensiaalrekening: 25% (± 5%) 

3.7.2 Tweede Vraestel 

• Een algemene vraag van gemengde aard wat twee of meer afdelings dek, kan 

gevra word: 5%-10% 

• Euklidiese Meetkunde: 30% (± 5%) 

• Analitiese Meetkunde: 25% (± 5%) 

• Trigonometrie: 40% (± 5%). 

ONDERRIGAANBIEDING 

KODE 

ONDERRIGPROGRAM 

KODE 

WISKUNDE HG 

162108508 

STANDERD 8 
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SILLABUS 

PROD UK TE 

Die volgende tipes deur inspeksie 

I.I (a± b) (c ± d) 

1.2 (ax± b) (ex± d) en (ax± by) (ex± dy) 

1.3 (ax± b)2 en (ax± by)2 

1.4 (ax+ b) (ax - b) en (ax+ by) (ax - by) 

1.5 (ax+ b) (a2x2 
- abx + b2

) en (ax+ by) (a2x2 
- abxy + b2y2

) 

1.6 (ax - b) (a2x2 
- abx + b2

) en (ax - by) (a2x2 + abxy + b2y2) 

2 FAKTORE 

Ontbinding in faktore van die volgende tipes: 

2. I Vierterme deur groepering 

2.2 Kwadratiese drieterme 

2.3 Verskil van vierkante 

2.4 Som en verskil van derdemagte 

2.5 Voorgaande tipes met insluiting van 'n gemeenskaplike faktor 

3 ALGEBRAIESE BREUKE 

3 .I Vereenvoudiging 

3 .2 Hoofbewerkings 

4 VERGEL YKINGS EN ONGEL YKHEDE IN EEN ONBEKENDE 

4.1 Oplos van lineere vergelykings met syfer- en letter-koeffisiente. 

4.2 Oplos van lineere ongelykhede met syfer-koeffisiente. 

4.3 Oplos van probleme met behulp van lineere vergelykings. 

4.4 Oplos van kwadratiese vergelykings met behulp van faktore waarm alleen 

heelgetalle as koeffisiente voorkom 
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5 FORMULES 

5.1 Opstel van formules v1r oppervlakte en volume van reghoekige pnsmas en 

silinders. 

5.2 Substitusie in formules 

5.3 Verandering van die onderwerp van formules. 

6 FUNKSIES 

6.1 Funksiebegrip, funksienotasie en funksiewaardes. 

6.2 Definisie- en waardeversameling van 'n funksie. 

6.3 Grafiese voorstelling van die funksies (en afleiding van elkeen se kenmerke uit sy 

vergelyking en grafiese voorstelling) gedefinieer deur: 

6.3.l ax+ by+ c = 0 

6.3.2 y = ,/r 2 - x 2 (r rasionaal en r ;C 0) 

6.3.3 y = - ,/r 2 - x 2 (r rasionaal en r ;C 0) 

6.3.4 xy = k (k 'n heelgetal en k ;e 0) 

6.3.5 y = ax2 + c (a enc rasionale getalle). 

7 STELSELS LINEeRE VERGEL YKINGS IN TWEE ONBEKENDES 

7 .1 Oplos van stelsels lineere vergelykings - grafies en algebrales. 

7 .2 Oplos van probleme met behulp van stelsels lineere vergelykings. 

8 EKSPONENTE (Sakrekenaars mag nie gebruik word nie) 

m 

8.1 Die betekenis van a·m, a0 en a ", a ~ 0 (m, n natuurlike getalle), maar gevalle 

wat lei tot nie-reele getalle uitgesluit. 

268 



8.2 Intultiewe uitbreiding van die eksponentwette om heeltallige en rasionale 

eksponente in te sluit. 

9 EUKLIDIESE MEETKUNDE 

(i) Onderstaande moet behandel word binne die raamwerk van 'n wiskundige stelsel. 

Gevolglik mag slegs aksiomas in die logika en definisies, aksiomas en stellings wat 

in hierdie lys of in die lys vir standerd 7 voorkom gebruik word as redes vir 

bewerings in die bewyse van probleme. 

(ii) Alhoewel alle stellings bewys moet word, word vir eksamendoeleindes slegs 

bewyse verlang van die stellings (en van hul omgekeerdes, waar gemeld) wat met 

'n asterisk aangedui is. 

(iii) Toepassings kan oor enige aksioma of stelling in hierdie lys of in die lys van 

standerd 7 gevra word (Geen konstruksies word vir eksamendoeleindes vereis nie.) 

(iv) Nie meer as drie-tiendes van die punte vir Meetkunde sal in die eksamen vir 

"boekwerk" toegeken word nie. 

(v) 'n Logiese volgorde van die volgende moet gehandhaaf word. 

*9.1 Die teenoorstaande sye en hoeke van 'n parallelogram is gelyk en omgekeerd, as 

die teenoorstaande sye of hoeke van 'n vierhoek gelyk is, is die vierhoek 'n 

parallelogram. (Stelling) 

*9.2 Die hoeklyne van 'n parallelogram halveer mekaar en omgekeerd, as die hoeklyne 

van 'n vierhoek mekaar halveer, is die vierhoek 'n parallelogram. (Stelling) 

*9.3 As twee teenoorstaande sye van 'n vierhoek gelyk en ewewydig is, is die vierhoek 

'n parallelogram. (Stelling) 

9.4 Die hoeklyne van 'n reghoek is gelyk. (Stelling) 
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9.5 Die hoeklyne van 'n ruit halveer mekaar reghoekig en halveer die hoeke van die 

ruit. (Stelling) 

*9.6 'n Hoeklyn van 'n parallelogram halveer die oppervlakte van die parallelogram. 

(Stelling) 

*9.7 'n Parallelogram en 'n reghoek op dieselfde basis en tussen dieselfde ewewydige 

lyne, het gelyke oppervlaktes. (Stelling) 

9.8 Driehoeke (parallelogramme) op dieselfde basis (of gelyke basisse) en aan 

dieselfde kant daarvan, is gelyk in oppervlakte as hulle tussen dieselfde ewewydige 

lyne le en omgekeerd, as driehoeke (parallelogramme) wat op dieselfde basis (of 

gelyke basisse) en aan dieselfde kant daarvan le, gelyke oppervlaktes het, le hulle 

tussen dieselfde ewewydige lyne. (Stelling) 

*9.9 Die lynstuk wat die middelpunte van twee sye van 'n driehoek verbind, is 

ewewydig aan die derde sy en gelyk aan die helfte van die derde sy. (Stelling) 

*9.10 Die lyn deur die middelpunt van een sy van 'n driehoek, ewewydig aan 'n tweede 

sy, halveer die derde sy. (Stelling) 

9.11 As drie ofmeer ewewydige lyne gelyke lynstukke van een snylyn afsny, sny hulle 

gelyke lynstukke van enige antler snylyn af. (Stelling) 

10 TRIGONOMETRIE 

10.1 Definisies van die drie trigonometriese funksies sin (), cos () en tan () vir 'n hoek 

() E [0°; 360°) 

10.2 Toepassings van die drie trigonometriese verhoudings in 'n reghoekige driehoek 

10.3 Praktiese toepassings. 
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11 SIMBOLE EN NOT ASIE 

= 

> 

< 

> 

< 

Ill 
II 
.L 

!xi 
E 

Et: 

c 
::i 

cf> 

"' of -

CZ. 

AnB 

AUB 

A1 

n(A) 

{xi ..... } 
AXB 

fl 

is gelyk aan 

is nie gelyk aan 

is benaderd gelyk aan 

is groter as 

is kleiner as 

is nie groter as 

is nie kleiner as 

is groter as of gelyk aan 

is kleiner as of gelyk aan 

is kongruent aan; is identies aan 

is gelykvormig aan 

is ewewydig aan 

is loodreg op 

dus 

omdat 

impliseer 

impliseer en word gelmpliseer deur 

absolute waarde van x 

is 'n element van 

is nie 'n element van 

is 'n deelversameling van 

om vat 

die lee versameling 

is ekwivalent aan 

is nie 'n deelversameling van 

die snyding van A en B 

die vereniging van A en B 

die komplement van A 

die kardinaalgetal van A 

die versameling van alle x, sodanig dat ... 

A kruis B; die kruisproduk (Cartesiese produk) van A en B 

inverse van f 
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u 
f:x-+ 2x + 1 

f(x) 

f:A-+B 

2, :3 

[-360°; 360°] 

(-360°; 360°) 

(-360°; 360°] 

[360°; 360°) 

n 

2: 

00 

2: 

N 

No 

z 
R 

Q 

ABC 

.:i 

!Im 

0 

(a; b) 

omvattende versameling 

die funksie f wat x afbeeld op 2x + I 

die beeld van x 

die funksie f van A na B 

2 komma 3 repeterend 

geslote interval 

oop interval 

oop-geslote interval 

geslote-oop interval 

som tot n terme 

som tot oneindig 

die versameling natuurlike getalle 

die versameling telgetalle 

die versameling heelgetalle 

die versameling reele getalle 

die versameling rasionale getalle 

hoek ABC 

driehoek 

parallelogram 

sirkel 

geordende paar 
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ONDERRIGAANBIEDING 

KODE 

ONDERRIGPROGRAM 

KODE 

1 ALGEBRA 

WISKUNDE HG 

162108609 

STANDERD 9 

609 

SILLABUS 

1.1 'n Kort intuYtiewe oorsig oor die reele getalle. 

1.2 Absolute waarde 

1.2.1 Definisie 

1.2.2 AlgebraYese oplossing van 

1.3 Funksies 

Ix -al :5 b. 
> 

(Geen punt-vir-punt slipping van grafieke word vir eksamendoeleindes, vereis nie.) 

1.3. l Grafiese voorstelling van die funksies gedefinieer deur: 

(a) y = ax' + bx + c (a ;;C 0) 

(b) y = I x I, y = I x - a I en y = I x I + a, a 'n rasionale getal. 

1.3.2 Afleiding van die eienskappe van die funksies in 1.3.1 uit hul vergelykings en 

grafiese voorstellings. 

1.3.3 Grafiese voorstelling van gelyktydige gelykhede ten opsigte van funksies in 

1.3 .1 insluitend hul snyding met ax + by + c = 0. 

1.3.4 Die inverses van die funksies gedefinieer deur y = mx + c; y = ax'; xy = k; 

y =Ix 1. 
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1.4 Lineere programmering 

1.4.1 

1.4.2 

< Grafiese voorstelling van ax + by + c- 0. 
> 

Toepassing in lineere programmering (slegs grafies). 

1.5 Kwadratiese vergelykings en ongelykhede 

1.5.1 Die wortels van ax2 + bx + c = 0 waar a, b en c rasionaal is (a ;;C 0). 

(a) Die oplossing van ax2 + bx + c = 0. 

(b) Voorwaardes vir oplosbaarheid in die versameling reele getalle. 

(c) Gelyke en ongelyke wortels; rasionale en irrasionale wortels; reele en 

nie-reele wortels. 

1.5 .2 Die oplossing van: ax 2 + bx + c < 0. 
> 

1.5.3 Probleme wat tot kwadratiese vergelykings lei. 

1.6 Die res- en faktorstelling 

1.6.1 Toepassings insluitend oplos van derdegraads-vergelykings. 

1. 7 Stelsels vergelykings 

I. 7.1 Oplos van gelyktydige vergelykings in twee onbekendes waarvan een lineer en 

die ander kwadraties is. 

1.7.2 Probleme wat lei tot vergelykings soos in 1.7.1. 
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1.8 Eksponente 

1.8. l Oplos van vergelykings van die vorm 

~ 

ax " - b = 0 waar m en n heelgetalle is, n -.< 0. 

1.8.2 Verband tussen wortelvorme en eksponente en notasies vir die ooreenstemmende 

basiese eienskappe waar a en b positief is en m en n positiewe heelgetalle is: 

(a) Ya x ~=';lab 

(b) 
mfja nm ;;a = ;;a 

(c) m m.;an ( ;/a)" = an 

(d) Ya TI (a, b -.< 0) 

~ 

1.8.3 Oplos van eenvoudige eksponensiale vergelykings in een veranderlike. 

2 TR1GONOMETR1E 

2.1 Uitbreiding van die definisies van die ses trigonometriese funksies vir enige hoek 

in terme van koordinate ten opsigte van 'n reghoekige assekruis. 

2.2 Funksiewaardes vir (90° - O); (180° ± O); (360° + 0) uitgedruk in funksiewaardes 

vir 0, waar 0 E [0°; 90°]. 

2.3 Grafieke van y = sin 0, y = cos 0 en y = tan 0. 

2.4 Funksiewaardes v1r 0°, 30°, 45° en hul veelvoude, sonder gebruik van die 

sakrekenaar. 
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2.5 ldentiteite 

2.5.1 Die onderlinge verband tussen die trigonometriese funksies. 

2.5.2 (a) sin21:1 + cos'l:I = 1 

(b) tan21:1 + 1 = sec21:1 

( c) cot21:1 + I = cosec21:1. 

2.6 Formules 

2.6. l die sinus-formule; 

2.6.2 die kosinus-formule; 

2.6.3 oppervlakte van 'n driehoek ABC ~ ..!. ab sin C; 
2 

2.6.4 toepassing van bostaande formules by die oplossing van 

(a) driehoeke; 

(b) probleme in twee en drie dimensies. 

3 EUKLIDIESE MEETKUNDE 

(i) Onderstaande moet behandel word binne die raamwerk van 'n wiskundige stelsel. 

Gevolglik mag slegs aksiomas in die logika en definisies, aksiomas en stellings wat 

in hierdie lys of in die lys van standerds 7 en 8 voorkom gebruik word as redes 

vir bewerings in die bewyse van probleme. 

(ii) Alhoewel alle stellings bewys moet word, word vir eksamendoeleindes slegs 

bewyse verlang van die stellings (en van hul omgekeerdes, waar gemeld) wat met 

'n asterisk aangedui is. 
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(iii) Toepassings kan oor enige aksioma of stelling in hierdie lys of in die lyste vir 

standerds 7 en 8 gevra word. (Geen konstruksies word vir eksamendoeleindes 

vereis nie ). 

(iv) Nie meer as drie-tiendes van die punte vir Meetkunde sal in die eksamen vir 

"boekwerk" toegeken word nie. 

(v) 'n Logiese volgorde van die volgende moet gehandhaaf word. 

3. I Die stelling van Pythagoras ( sonder bewyse) 

*3.2 Die verbindingslyn van die middelpunt van 'n sirkel en die middelpunt van 'n 

koord is loodreg op die koord, en omgekeerd, die loodlyn uit die middelpunt van 

'n sirkel na 'n koord, halveer die koord. (Stelling) 

3.2. l Afleiding: Die middelloodlyn van 'n koord gaan deur die middelpunt van die 

sirkel. 

3.2.2 'n Unieke sirkel kan getrek word deur enige drie punte wat nie in 'n reguit lyn 

le nie. 

*3.3 Die hoek wat 'n boog van 'n sirkel by die middelpunt onderspan is dubbel die 

hoek wat dit by 'n punt op die om trek onderspan. (Stelling) 

3.4 Die omtrekshoek wat deur 'n middellyn onderspan word is 'n regte hoek en 

omgekeerd, as 'n koord van 'n sirkel 'n regte hoek op die omtrek onderspan, is die 

koord 'n middellyn van die sirkel. (Stelling) 

3.5 Omtrekshoeke in dieselfde sirkelsegment is gelyk, en omgekeerd, as 'n lynstuk wat 

twee punte verbind gelyke hoeke onderspan by twee antler punte aan dieselfde kant 

van die lynstuk, dan le hierdie vier punte op die omtrek van 'n sirkel. (Stelling) 

3.5. l Omtrekshoeke in gelyke segmente van 'n sirkel of van gelyke sirkels is gelyk. 

(Stelling) 

277 



*3.6 Die oorstaande hoeke van 'n koordevierhoek is supplementer, en omgekeerd, as 'n 

paar oorstaande hoeke van 'n vierhoek supplementer is, is die vierhoek 'n 

koordevierhoek. (Stelling) 

3.7 'n Buitehoek van 'n koordevierhoek is gelyk aan sy teenoorstaande binnehoek, en 

omgekeerd, as 'n buitehoek van 'n vierhoek gelyk is aan die teenoorstaande 

binnehoek, dan is die vierhoek 'n koordevierhoek. (Stelling) 

3.8 'n Raaklyn aan 'n sirkel is loodreg op die radius by die raakpunt, en omgekeerd, 

'n lyn deur enige punt op die sirkel, loodreg op die radius, is 'n raaklyn aan die 

sirkel. (Stelling) 

3.9 As deur 'n punt twee raaklyne aan 'n sirkel getrek word, is die afstande tussen die 

punt en die raakpunte gelyk. (Stelling) 

*3.10 Die hoek wat gevorm word deur 'n raaklyn aan 'n sirkel en 'n koord wat vanuit 

die raakpunt getrek word, is gelyk aan 'n hoek in die oorstaande segment, en 

omgekeerd, as 'n lyn deur die eindpunt van 'n koord 'n hoek met die koord 

vorm wat gelyk is aan die hoek in die oorstaande segment, dan is die lyn 'n 

raaklyn aan die sirkel. (Stelling) 

3 .11 Die volgende stellings: 

3 .11.1 Die halveerlyne van die hoeke van 'n driehoek sny in een punt. 

3 .11.2 Die middelloodlyne van die sye van 'n driehoek sny in een punt .. 

3.11.3 Die mediane (swaartelyne) van 'n driehoek sny in een punt. 

3.11.4 Die hoogtelyne van 'n driehoek sny in een punt. 

4 SIMBOLE EN NOT ASIE 

is gelyk aan 

is nie gelyk aan 

is benaderd gelyk aan 
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lxl 
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c 
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</> 

:::: of -
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AnB 

AUB 

A' 

n(A) 

{xi ..... } 

AXB 

r' 
u 
f:x-+ 2x + I 

f(x) 

f:A-+B 

2, 3 

is groter as 

is kleiner as 

is nie groter as 

is nie kleiner as 

is groter as of gelyk aan 

is kleiner as of gelyk aan 

is kongruent aan; is identies aan 

is gelykvormig aan 

is ewewydig aan 

is loodreg op 

dus 

omdat 

impliseer 

impliseer en word gelmpliseer deur 

absolute waarde van x 

is 'n element van 

is nie 'n element van 

is 'n deelversameling van 

om vat 

die lee versameling 

is ekwivalent aan 

is nie 'n deelversameling van 

die snyding van A en B 

die vereniging van A en B 

die komplement van A 

die kardinaalgetal van A 

die versameling van alle x, sodanig dat ... 

A kruis B; die kruisproduk (Cartesiese produk) van A en B 

inverse van f 

omvattende versameling 

die funksie f wat x afbeeld op 2x + I 

die beeld van x 

die funksie f van A na B 

2 komma 3 repeterend 
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[-360°; 360°] geslote interval 

(-360°; 360°) oop interval 

(-360°; 360°] oop-geslote interval 

[360°; 360°) geslote-oop interval 

n 

I: som tot n terme 

00 

I: som tot oneindig 

N die versameling natuurlike getalle 

No die versameling telgetalle 

z die versameling heelgetalle 

R die versameling reele getalle 

Q die versameling rasionale getalle 

ABC hoek ABC 

Li driehoek 

!Im parallelogram 

0 sirkel 

(a; b) geordende paar 
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ONDERRIGAANBIEDING 

KODE 

ONDERRIGPROGRAM 

KODE 

I ALGEBRA 

1.1 Logaritmes 

WISKUNDE HG 

162108710 

STANDERD 10 

610 

SILLABUS 

1.1. I Die magsfunksie y = a', a > O; sy grafiek en afleidings uit die grafiek. 

1.1.2 Die logaritmiese funksie y = log,x, a > 0 en a ;;C I; sy grafiek en afleidings uit 

die grafiek. 

1.1.3 Die basiese eienskappe van logaritmes. 

1.1.4 Verandering van die grondtal van 'n logaritme. 

1.1.5 Eenvoudige logaritmiese vergelykings en ongelykhede. 

1.2 Rye en reekse 

1.2. l Kenmerke en die algemene terme van rekenkundige en meetkundige rye. 

1.2.2 Die I-notasie. 

1.2.3 Berekeninge in verband met die som tot n terme van rekenkundige en 

meetkundige reekse. 

1.2.4 Konvergensie van 'n meetkundige reeks en sy som tot oneindig. 

1.2.5 Oplos van eenvoudige probleme met behulp van bostaande. 

281 



2 DIFFERENSIAALREKENING 

2.1 Gemiddelde helling van 'n kromme tussen twee punte; gemiddelde spoed. 

2.2 Limiete 

2.2.1 Intultiewe benadering tot die limietbegrip 

2.2.2 Bepaling van Jim f(x + h) -f(x) waar f gekies moet word uit: k; ax; 
h-0 h 

ax + b; ax'; ax' + bx + c en ax3 

2.2.3 die afgeleide van 'n funksie; die notasies: 

D · _i_. f 1(x) 
x' dx' 

2.2.4 Die helling van 'n kromme by enige punt op die kromme. 

2.3 D, [x"] = nx"- 1
; n reeel (sander bewys) 

2.4 Differensiasiereels 

2.4.1 Dx [f(x) ± g(x)] = Dx [f(x)] ± Dx [g(x)] 

2.4.2 D, [k. f(x)] = k. Dx [f(x)] . 

2.5 Toepassings 

2.5.1 Die vergelykings van raaklyne aan krommes. 

2.5 .2 Draaipunte en sketse van polinome van hoogstens die derde graad. 

2.5.3 Eenvoudige praktiese probleme oor maksima en minima en veranderingstempo. 
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3 TRIGONOMETRIE 

3.1 Funksiewaardes vir -IJ en (IJ + 360°.n) vir n 'n heelgetal, uitgedruk m 

funksiewaardes vir IJ, waar {} E [0°; 90°]. 

3 .2 Die sinus-, kosinus- en tangensfunksies. 

3 .2.1 Beskrywing van definisie- en waardeversameling. 

3.2.2 Grootste en kleinste funksiewaardes en periode. 

3.2.3 Sketse van krommes van die volgende tipes: 

(waar a 'n heelgetal of 'n breuk van die vorm ..!. is; n 'n heelgetal) 
n 

(a) y = a sin IJ, y = a cos IJ, y = a tan {} 

(b) y =sin aB, y =cos aB, y =tan alJ 

(c) y =a+ sin IJ, y =a+ cos IJ, y =a+ tan IJ 

(d) y = sin (a+ 8), y =cos (a+ IJ) 

3.3 cos (A - B) = cos A cos B + sin A sin B, en identiteite vir 

3.3. l cos (A+ B) 

3.3.2 sin (A± B) 

3.3.3 tan (A± B) 

3.3.4 sin 28 

3.3.5 cos 20 

3.3.6 tan 28 

3.4 Algemene en spesifieke oplossings van eenvoudige trigonometriese vergelykings. 

(Vergelykings van die tipe a sin x + b cos x = c met c ;C 0 uitgesluit.) 

4 EUKLIDIESE MEETKUNDE 

(i) Onderstaande moet behandel word binne die raamwerk van 'n wiskundige stelsel. 

Gevolglik mag slegs aksiomas in die Jogika en definisies, aksiomas en stellings wat 
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in hierdie lys of in die lys van standerds 7, 8 en 9 voorkom gebruik word as redes 

vir bewerings in die bewyse van probleme. 

(ii) Alhoewel alle stellings bewys moet word, word vir eksamendoeleindes slegs 

bewyse verlang van die stellings (en van hul omgekeerdes waar gemeld) wat met 

'n asterisk aangedui is. 

(iii) Toepassings kan oor enige aksioma of stelling in hierdie lys of in die lys van 

standerds 7, 8 en 9 gevra word. (Geen konstruksies word vir eksamendoeleindes 

vereis nie.) 

(iv) Nie meer as drie-tiendes van die punte van Meetkunde sal in die eksamen vir 

"boekwerk" toegeken word nie. 

(v) 'n Logiese volgorde van die volgende moet gehandbaaf word. 

*4.1 'n Lyn ewewydig aan een sy van 'n driehoek, verdeel die ander twee sye m 

eweredige dele, en omgekeerd, as 'n lyn twee sye van 'n driehoek eweredig 

verdeel, is die lyn ewewydig aan die derde sy. (Stelling) 

4.2 Definisie van gelykvormige figure. 

*4.3 As twee driehoeke gelykhoekig is, is die ooreenstemmende sye eweredig, en 

omgekeerd, as die ooreenstemmende sye van twee driehoeke eweredig is, is die 

twee driehoeke gelykhoekig. (Stelling) 

4.4 Gelykhoekige driehoeke is gelykvormig en as die ooreenstemmende sye van twee 

driehoeke eweredig is, is die driehoeke gelykvormig. (Afleidings) 

*4.5 Die loodlyn vanuit die regtehoekpunt van 'n reghoekige driehoek op die skuinssy, 

verdeel die driehoek in twee driehoeke wat gelykvormig aan mekaar en 

gelykvormig aan die oorspronklike driehoek is. (Stelling) 

4.6 Die Stelling van Pythagoras en sy omgekeerde. (Stelling) 
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5 ANALITIESE MEETKUNDE IN DIE PLA TVLAK 

5 .1 Die afstand tussen twee punte. 

5.2 Die middelpunt van 'n lynstuk. 

5.3 Helling van 'n lyn. 

5.4 Vergelyking van 'n lyn en sy skets. 

5.5 Loodregte en ewewydige lyne (geen bewyse). 

5.6 Saamlynige (ko-lineere) punte en snydende lyne. 

5. 7 Afsnitte wat 'n lyn met die asse maak. 

5.8 Vergelykings van sirkels met enige gegewe middelpunt en gegewe radius. 

5.9 Snypunte van lyne en sirkels. 

5.10 Vergelyking van die raaklyne aan 'n sirkel by 'n gegewe punt op die sirkel. 

5. I I Ander lokusse met betrekking tot reguit lyne en sirkels. 

6 SIMBOLE EN NOTASIE 

is gelyk aan 

;C is nie gelyk aan 

"' is benaderd gelyk aan 

> is groter as 

< is kleiner as 

:f is nie groter as 

1 is nie kleiner as 

> is groter as of gelyk aan 

< is kleiner as of gelyk aan 

- is kongruent aan; is identies aan 

Ill is gelykvormig aan 

II is ewewydig aan 

.l is loodreg op 

dus 

omdat 

,,,. impliseer 

¢> impliseer en word gelmpliseer deur 

lxl absolute waarde van x 
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El: 

"' of -

Cl. 

AnB 

AUB 

A' 

n(A) 

{xi ..... } 

AXB 

t' 

u 
f:x--. 2x + I 

f(x) 

is 'n element van 

is nie 'n element van 

is 'n deelversameling van 

om vat 

die lee versameling 

is ekwivalent aan 

is nie 'n deelversameling van 

die snyding van A en B 

die vereniging van A en B 

die komplement van A 

die kardinaalgetal van A 

die versameling van alle x, sodanig dat ... 

A kruis B; die kruisproduk (Cartesiese produk) van A en B 

inverse van f 

omvattende versameling 

die funksie f wat x afbeeld op 2x + 1 

die beeld van x 

f : A --. B die funksie f van A na B 

2, 3 2 komma 3 repeterend 

[-360°; 360°] : geslote interval 

(-360°; 360°) : oop interval 

(-360°; 360°] : oop-geslote interval 

[360°; 360°) geslote-oop interval 

n 

L 

00 

N 

z 
R 

Q 

som tot n terme 

som tot oneindig 

die versameling uatuurlike getalle 

die versameling telgetalle 

die versameling heelgetalle 

die versameling reele getalle 

die versameling rasionale getalle 
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ABC hoek ABC 

L1 driehoek 

/Im parallelogram 

0 sirkel 

(a; b) geordende paar 
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MATlll 

Een twee-uur vraeslel 

Eienskappe van reele getalle 

Versamelings 

Relasies en funksies 

Goniometriese funksies 

Inverse goniometriese funksies 

Komplekse getalle 

Ongelykhede 

Absolute waarde 

Resstelling 

K wadratiese funksies 

Derdegraadse funksies 

BYLAAG B 

SILLABUS 

WISKUNDE I 

Rasionale funksies. Draaipunt met die diskriminant 

Limiete 

Kontinulteit 

Differensiasie 

MAT112 

Een twee-uur vraestel 

Eksponente en logaritmes 

Rekenkundige en Meetkundige rye en reekse 

Permutasies en kombinasies 

Die binomiaalstelling 

Wiskundige induksie 

Vektore en die reguitlyn in die platvlak 
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MAT113 

Een twee-uur vraestel 

Grafieke van rasionale funksies (Buigpunte) 

Differensiasie van goniometriese funksies 

Maksima en minima 

Trigonometriese reekse 

Anti-afgeleides 

MAT121 

Een twee-uur vraestel 

Die onbepaalde integraal 

Die bepaalde integraal 

Integrasie tegnieke 

Logaritmiese funksie 

Eksponensiele funksie 

Oneindige rye en reekse 

Taylor en Maclaurin reekse 

Rolle se stelling 

Middelwaardestellings 

Reel van L' H6pital 

Parsiele differensiasie 

Hiperboliese funksies 

MAT122 

Een twee-uur vraestel 

Stelsels lineere vergelykings 

Lineere varieteite 

Homogene vergelykings 

Vektore 

WISKUNDE II 

Lineere afbanklikheid en onafhanklikheid 

Basisse 

Lineere deelruimtes 
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Homomorfismes 

Determinante 

MAT123 

Een twee-uur vraestel 

Analitiese meetkunde 

Inleiding 

Afstande 

Verdeling van 'n lyn 

Stelsels van reguitlyne 

Lokusse 

Sirkel: snylyne en raaklyne 

Parabool 

Ellips 

Hiperbool 

Lineere prograrnmering 

Grafiese oplossing 

Simplekse metode 

Kunsmatige veranderlikes 
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